הנס נילס ינקה -- ההיסטוריה של המתימטיקה והחינוך המתמטי

במקרה שאינכם מכירים אותי, שמי מייקל פריד מאוני' בן גוריון. הדובר הראשון הבוקר הוא נילס יאנקה. נילס מוכר לרובם מעבודתו על מתמטיקה וחינוך. הוא גם עבד גם בהיסטוריה, בעיקר על אנליזה והוכחות במאה ה19. הוא כתב מס' ספרים. הוא ידוע בגישתו בשימוש בהיסטוריה של המתמט' והחינוך המתמטי, הידועה כגישה ההרמנודית. ברצוני להזמין את נילס.

נילס: תודה רבה על ההיכרות החביבה. ראשית עלי לאמר כי זהו עונג עבורי להיות נוכח כאן. זוהי הפעם הראשונה שלי כאן. זהו כבוד גדול עבורי שהוזמנתי לכנס זה. היה לי העונג לבוא לכאן ולהכיר את טד אייזנברג, במה שניתן לכנות דעותיו הברורות והנחרצות בכנס זה. נושא הכנס הוא עניין אקטואלי לא רק בישראל אלא גם בארצי. הדיון בנושא אינו מנוהל באופן יעיל ב2 הצדדים, אולי נוכל ללמוד מהכנס הזה כיצד להתחיל. ואגיע לנושא היומי, כפי שמייקל כבר ציין, בשנות ה50 ערכתי מחקר על אנליזה בסוף המאה ה18 ותחילת המאה ה19. אחת התוצאות של המחקר היא ספר על תפקיד המתמט' בתנועה הרפורמית ההומברטית בתחילת המאה ה19. לאחר העבודה ההיא, חשבתי שצריכות להיות לזה השלכות על לימוד המתמט', לכן החלטתי להכנס לתנועה "ההיסטוריה והפדגוגיה של המתמט' כיום", HPN, ערכתי שם מס' ניסיונות והגעתי לתובנות- התובנה הראשונה בהיסטוריה והחינוך המתמטיים היתה , בתחילת המאה ה19, שההיסטוריה' היא פשוט אוסף מעניין של בעיות. בעיות שהן מעניין מתמטית בפני עצמן. נעשתה עבודה נפלאה בתחום הזה. אני מעריך שרבים האנשים שעבדו בכיוון זה. עבורי היתה השאלה- האם ההיסטוריה נעלמת לאחר זמן מה? האם המתמט' תופסת את מקומה, ואנו עובדים כיום עם בעיות מתמטיות טובות, שזה בעצם דבר טוב לעשות. דבר נוסף שחשבתי עליו הוא מה יכול להיות העיקרון הגנטי? 
  מתמטיקאים בולטים, כמו פליקס קליין ואוטו טורקליד סברו שידיעת ההיסטוריה של המתמט' עשויה לתרום להבנת הלומד ע"י המחשת אבני דרך ראשיות בהתפתחות, וכך הם מקשרים בין מה שנראה לא קשור, קליין המחיש זאת בספרו המפורסם "הרצאות על התפתחות המתמט'" מהמאה ה19, ספר זה ודאי אינו מתאים עבור רמת מתחילים במתמט', הוא מיועד לאנשים שכבר למדו חלק מכבד מהמתמט', וניתן ללמוד ממנו הרבה, גם כיום. אוטו טריפליץ, מצד שני, היה מעורב יותר בלימוד תלמידי רמות התחלתיות במתמט' באוני'. גם הוא חקר קווי מחשבה מרכזיים באנליזה. הוא הצדיק את גישתו הגנטית ע"י הטענה, שאם נחזור לשורשי המושגים המתמט', שחיקת הזמן והשימוש בהם תעלם. אנליזה אינפיניטיסימלית תמשוך תלמידים כאשר הם יבינו שהיא בסיסית למדי. אנליזה זו תיהפך למושא מחקר נמרץ ותניב המצאות ופיתוחים רבים. עם זאת, טפליץ העיר שזה שונה בתכלית משיטות היסטוריות, והוא מבהיר כי הוא עומד על הבחנה זו בין גישתו הגנטית וההיסטוריה של המתמט'. כתוצאה מספרו על התפתחות האנליזה והיווצרות האינפי' והחישוביות, הוא מעולם לא הזכיר את התיאוריה הבינומית של ניוטון, שניוטון עצמו החשיב כאחת התגליות החשובות שלו. הוא לא הזכיר דיפרנציאל,שהוא נושא חשוב כיום, אך הוא עשה ניסיון לקדם דיון על אינפי' ואנליזה. המתח בין המחקר ההיסטורי והמתמטי היה נושא מרכזי בHPN ונערך דיון על הבסיס המשותף של מתמט' וחינוך מתמטי. אחזור לכך בסוף נאומי.
  הניסוי השלישי היה בהרצאתו של יאנפארד מאן, ב1982, טורונטו. למרבה הצער, הוא מעולם לא פרסם את נאומו. יאן דיווח על יחידת לימוד מתוך ספר הולנדי מהמאה ה18 באלגברה שניסה ללמדה לתלמידים מכיתה ח'. כמובן שהיה ניגוד חריף בין פרשנויות שונות לרעיונות הכתובים בספר. לא היה מתמטיקאי דגול שגילה משהו חדש, ולא פיתרונות מרתקים על בעיות מאתגרות. במקום זאת, שאלות כגון "כיצד תלמידים לפני 200 שנה פתרו משוואות תיאורטיות? באילו כלים ותהליכים הם השתמשו?" זה אומר, שבמקום ללמוד רעיונות חדשים וחשובים, התלמידים הוזמנו ללמוד מהתוכן עצמו. הם קיבלו הזדמנות להשוות בין הידע והניסיון שלהם על משוואות תיאורטיות לעומת הידע של התלמידים לפני 200 שנה. מהאזנה לשיחה זו, למדתי כי התלמידים הבינו הרבה על מתמטיקה בסיסית. איכשהו, המתח בין דעות אלו לגבי המושג והמקבילה שלו הסב התלהבות והנאה רבה לתלמידים. לפיכך, החלטתי להמשיך בכיוון זה. מראש ברור כי הכללת ההיסטוריה של המתמט' בלימוד לא תקל על התלמידים. מנגד ישנו המקרה, מאז ומתמיד, מדענים כתבו עבור קהל מצומצם של מומחים בתחום ולא עבור תלמידים. לעיתים קרובות, הרעיונות שלהם לא מנוסחים היטב בנוסחאות ובשפה ברורה. לכן ככלל אצבע, כאשר קוראים כתבי מדענים מהעבר, נצפה לקשיים רבים בהבנה. זה קורה גם כאשר מדענים מומחים כיום קוראים טקסטים מדעיים שנכתבו לפני זמן רב.
  כעת אתאר את הניסיון שלי בקריאת הטקסט עם תלמידים, ולאחר מכן את ניסיוני האישי בקריאת טקסטים. לאחר מכן אתן מס' כללים לכך וקוים מנחים. הבה נתבונן בספרו של יוהן ברנולי על החישוב הדיפרנציאלי. ראשית, עלי לציין שבזמן בו ניסיתי ללמד זאת, העברתי קורסים למורים מתרגלים, בהם קראנו מקורות היסטוריים. כל קורס היה מורכב מ5 מפגשים, שעתיים כל אחד. המורים המשתתפים נתבקשו להכין לכל מפגש את קטע המקור שלהם. לא עזרתי להם, וזו אכן היתה משימה קשה עבורם. ההשתתפות נעשתה בהתנדבות והמורים לא קיבלו תמורה על כך. חלקם התכוון להשתמש במקורות היסטוריים בכיתתם וחלקם התעניין אישית בהיסטוריה של המתמט' ולא התכוון ללמד זאת בכיתה. עדיין מדהים אותי להיווכח שהליך תמים לכאורה זה עבד. עובדה כי לאחר שנתיים היתה קבוצה של 100 מורים שהתעניינה בקורס, ו20 מהם השתתפו בכל קורס. זה היה בהקשר של אימון מורים, ומורים אחרים ערכו ניסויים דומים עם תלמידיהם. הבה נפנה כעת לקטע המקור. ראברס יעקב ברנולי ויוהן ברנולי היו המורים הבולטים ביותר בביה"ס של לייבניץ לאנליזה. הודות לעבודתם, התיאוריה של לייבניץ התקבלה באירופה. לאחר שלייבניץ ויודן נפטרו, יוהן ברנולי היה במשך כ15 שנים המתמטיקאי המוביל באירופה. זוהי עדות לאוירה התחרותית המתמטית באותם ימים, שהוא היה מעורב במס' ויכוחים רציניים עם עמיתיו. הוא הצליח אפילו להתווכח עם סנדניה על פרס ששניהם הגישו אליו מועמדות. לכן ברנולי זכה למקום של כבוד ברשימת המתמטיקאים החשובים של טד. ברנולי כתב מדריך על חישוב דיפרנציאלי, אתם רואים כאן את הכריכה שלו, כאשר היה בן 23. באותו זמן הוא לימד באופן פרטי את המרטיר לופיטל על התיאוריה של לייבניץ. אתם עשויים אולי לחשוב שלופיטל היה אדם דגול אך טיפש, אך הוא היה אחד המתמטיקאים המובילים בזמנו, זכרו זאת. יוהן ולופיטל הסכימו על חוזה סודי, בו יוהן ילמד את לופיטל את כל מה שהוא יודע וייתן לו לכתוב את תגליותיו שלו בכתבי לופיטל. בתמורה, לופיטל שילם משכורת נכבדה ליוהן עד מותו. במשך תקופת מה, ספרו של ברנולי על החישוב הדיפרנציאלי נחשב כאבוד, היסטוריונים מסויימים סבורים כי יוהן מעולם לא כתב אותו. רק ב1922, לפני פחות ממאה שנה,  הספר אותר ע"י שפהארד לין בספריית האוני' בבאזל. לין פרסם את הספר בתרגום לגרמנית, עשור לאחר מכן. ניתן להשוות בין תרגום זה לתרגום מ1966, בו יוהן הראה כי האות היא מעין טיוטה צורנית. לופיטל הרחיב את דבריו של ברנולי, תיקן מס' טעויות מתמטיות, וערך הכך בדקדקנות. צויין במפורש בתרגום כי בתקופה בה יוהן ולופיטל כתבו את הספר, משמעות התיאוריה של לייבניץ לא היתה ברורה. זוהי נק' חשובה מאוד. בכתביו המפורסמים של לייבניץ, אינפי' מופיעה כמושג הקשור לכמויות סופיות, ומנק' מבט מתמטית, מדובר בהבלים. 
זה לא ייתכן, וכך קרה שיוהן ולופיטל היו הראשונים שהעלו על הכתב את האמת. בספרם הם פרשו את החישוביות בבהירות, ולא רק חזרו על רעיונות שכבר היו אז. הם עשו צעד משמעותי בכך. ה"חשבון הדיפרנציאלי" של ברנולי התפרס עפ"נ 38 עמודים. הוא כולל 3 הנחות, כללי חישוב לדיפרנציאלים, 11 בעיות על הטנזין, 9 בעיות מקסימום-מינימום, ומס' דרכים לקביעת נק' פיתול. אפילו במונחים של ימינו, כתבו של ברנולי הוא בעל מבנה מאורגן, מעט תיאוריה בהתחלה ואח"כ יישום התיאוריה על מס' בעיות. הבעיות הללו היו ידועות כבר בזמנו, והיה להן אף פתרון. עבור יח' הלימוד הכנתי אוסף טקטסים, המכילים את ההנחות, חוקי הדיפרנציאלים, ומס' בעיות על טנזין ומינימום- מקסימום. כעת אתאר חלקים מהמקורות ואח"כ אתאר כיצד התלמידים התמודדו איתו. ראשית, 3 ההנחות: 
הנחה מס' 1: כמות שהוגדלה או הוקטנה בכמות קטנה באופן אינפיניטיסימלי, לא גדלה או קטנה. זה נכון! כך הוא האמין! (צחוק בקהל).

הנחה מס' 2: כל עקומה מורכבת ממס' אינסופי של מקטעים הקטנים באופן אינפי'. כך ברנולי הפך עקומה למצולע. 

אשמיט את הנחה מס' 3, הקשורה לאינטגרלים.

הייצוג של הנחה 1 יכול להיכתב כX+E=X, כי E קטן באופן אינפי'. אני משתמש בשפה פשוטה יותר. בספר כתוב שE קטן באופן אינפי' ביחס לX, שזה נכון. לתלמידים היה נוח יותר עם השפה הפשוטה. הסמל של הייצוג הראשון עשוי להיכתב כך. לפי כללי האלגברה, E=0. זוהי בדיוק הפרשנות אליה לייבניץ לא התכוון. תוצאה שאינה נובעת מההנחה עצמה, אלא משלבי ביניים, ע"י דיפרנציאלים. כדי לוודא, לייבניץ במהלך כל חייו לא הגדיר דיפרנציאלים ומס' קטנים באופן אינפי'.  היה זה יוהן ברנולי שהגדיר והעלה על הכתב דיפרנציאלים ומס' אינפי' מהם. זהו צעד פרשני שלא אירע בעבר, והמריטר לופיטל לקח על זה את הקרדיט בהמשך. אותו הדבר נכון לגבי ההנחה השניה. למעשה, ניתוח מה שלייבניץ הגדיר כעקומה, פוליגון עם מקטעים באורך אינפי'. ציירתי זאת כאן.

  ברצוני לעצור לרגע, התרשמתי מאוד מהדיון אתמול. ברנולי אמר בהנחתו השניה שעקומה מורכבת מאינסוף מקטעים הקטנים באופן אינפי'. אין זו בעיה גדולה מידי שאני יכול לצייר רק מעט מהם, נכון? לדעתי השאלה החשובה היא האם אני אמור לצייר עקומה זו בנוסף למקטעים שציירתי כאן. ייתכן שזה ייצוג טוב יותר. למעשה, החלפתי את העקומה בפוליגון. ייתכן שזה הפיך, זו מעין פשרה בינינו. אתם רגילה לראות פרבולה כעקומה ולא כפוליגון. עם זאת, האמת ההיסטורית מביאה אותי לדבוק בייצוג הפוליגון. ההליך שלייבניץ ביצע באנליזה שלו היה ראשית לאבחן רצף מסויים של נק' על העקומה. נק' אלו הן קרובות זל"ז באופן אינפי'. הן מגדירות צלעות, ולכן קיבלנו פוליגון (=מצולע). ניתן לעשות זאת במס' דרכים, אתם חופשיים לבחור נק' שרירותיות בהתבסס על כללים אלו, לכן לא מדובר בפוליגון אחד, אלא אינסוף פוליגונים קטנים, השווים זל"ז. הם שווים רק בעקומה, משום שהאלכסונים שלהם נמצאים על העקומה. זהו ייצוג טוב לדעתי. הוא לא דורש הסברים רבים, כמו העקומה. אני חושב שזוהי אחת הבעיות המרכזיות במציאת דימויים, כפי שדנו על כך אתמול. 
אמשיך. זוהי דרכו של ברנולי לגזור את התוצאה. לא אעמיק בפרטים, ארמוז רק זאת: כפי שאתם רואים, ברנולי כתב זאת בערבוביה של סמלים ומילים, משוואה זו שכתבתי מגדירה את דרך החלת הדיפרנציאל על התוצאה. זהו השלב שההיסטוריון, או התלמיד במקרה זה, מבצע בכוחות עצמו. מציאת דיפרנציאל מתוך כל ערבוביית סמלים ומילים זו היא קשה ואינה מובנת מאליו. ניתן לראות שהטענה העיקרית כאן- אתם מחשבים זאת, אח"כ גוזרים ועושים דיפרנציאל, המסקנה היא שזוהי נגזרת מדרגה שניה בהשוואה לפונקציה המקורית. הכמויות כאן קטנות באופן אינפי' מהכמויות הקודמות. מצאנו תשובה. זה לא דבר קל לעשות עם התלמידים, עלי לציין. אז קיבלנו כאן כמויות קטנות באופן אינפי', מעורבבות זו בזו. כמויות אינפי' מסדר ראשון, שני, וכו'. בכל מימד תוכלו לבצע גיאומטריה אוקלידית. זו היתה נק' חשובה.
  כעת נגיע לשלב בו ברנולי השתמש בזה כדי להפוך טנזין לפרבולה. הנה הטקסט, הוא קשה לפיענוח. אסביר אותו. זוהי הצורה המקורית של ברנולי והטקסט הקצר המסביר את הגדרת הטנזין. זה הופך להיות מעניין. ברצוני להזכיר 5 היבטים- הבחנתי פה ב4. הראשון- לא תראו פה מע' מתואמת. זה חשוב מאוד לתלמידים. הם רגילים לעבוד במע' מתואמת, זה מגדיר  את העולם המתמטי שהם מכירים- ופה אין מע' מתואמת! ישנו ציר המוגדר ע"י הפרבולה עצמה, וכל החלקים האחרים מוגדרים ע"י צירים אלו. לאחר מכן יש את הקטע המוזר הזה- ברנולי כתב פרבולה כתוצאה של AX=Y^2 אתם רואים שכאן למעלה הוא כלל את הפרמטר E כחלק מהעקומה. זהו רקע היסטורי. אתם ודאי יודעים זאת, אך התלמידים לא, שזה מתייחס לנוסחא העתיקה בגיאומטריה, לפיה ניתן לבנות פרבולה ע"י הפיכת משולש למרובע. את זה ניתן לעשות ע"י סרגל ומחוגה. זו הדרך בה עשו זאת בימי קדם. לא ניתן לראות זאת בכתבים- זה לא מוסבר כאן, אך ברנולי חשב על כך. ההגדרה של טנזין מאוד מעניינת. כמורים אנו אומרים לתלמידים שטנזין הוא הגבול של סדרה. בעולמו של ברנולי, ניתן לומר בפשטות שטנזין הוא הנגזרת של צד אחד בפוליגון, אם כך FD היא צד קטן באופן אינפי' של הפוליגון, DA הוא הטנזין, ושני אלו יוצרים קו ישר. זוהי הגדרתו של ברנולי לטנזין, והוא אמר במפורש שמתקיימת פה הנחה מס' 2. זה היה מעניין לתלמידים ברנולי לא ידע לחשב את שיפועו של הטנזין, אך הוא חישב את מה שכינה התת-טנזין. תת הטנזין הוא ההיטל של הטנזין על הצירים, כלומר מקטע AC. זוהי נק' חשובה משום שזה מגיע בטבעיות יותר- אם נרצה לבנות את הטנזין, ולא רק לחשב שיפוע- שיפוע אינו עוזר במיוחד לבניית קו ישר. הרבה יותר הגיוני לחשב 2 נק' כפי שברנולי חישב את נק' A  וD ונקבל את הטנזין ע"י חיבור של נק' אלו. הנק' הרביעית, יש להשתמש בשיפוע ובטנזין, כדי להיפטר מהמשולשים ומהפוליגונים הקטנים באופן אינפי'. נראה את הדמיון בין 2 משולשים אלו, שהם קטנים באופן אינפי'. המשולש האחרון.. נקבל DY על כל הDXים הללו, S הוא תת-טנזין, לאחר קצת חישוב נגיע לתוצאה שתת טנזין שווה לX. שוב, זו תוצאה של שימוש בידע קדום יותר.  זו תוצאה של בעיית-מבחן. ברנולי השתמש ב3 קוים כדי להראות את מה שהקדמונים נזקקו למס' דפים עבורו. מכל מקום, רואים כאן מושגים גיאומטריים בסיסיים של אינפי' ואנליזה, בה תפקידה של הסימבוליות האלגברית נראה בחישובים. זוהי היתה גישתו של ברנולי לחישובים. 
  כעת, אדבר על העבודה על התלמידים. השתמשתי בקטעים של ברנולי כדי ללמד פרקים מתקדמים במתמט'. התלמידים כבר הכירו את היסודות לחשבון הדיפרנציאלי, הכירו את המושגים גבולות, נגזרות, וכיצד להשתמש בהם כדי לקבוע טנזינים, נק' פיתול וכו'. הם למדו מתמט' כבר חצי שנה- העבודה שלי לא היתה היכרות ראשונית, היא נעשתה לאחר בניית יסודות מסויימים. במדריך של ברנולי נמצאו כללי עבןדה השונים בתכלית מכללים שהכירו. הספרים מהם למדו ביום יום נמנעו מלציין דיפרנציאלים, אפילו באזכור. לדעתי זה דבר מוזר. נגזרות נכתבו תמיד כנגזרות לפי X, עם זאת, התלמידים הכירו דיפרנציאלים בשיעורי הפיזיקה, ככמויות קטנות מאוד אך סופיות. פיזיקאים יכולים להשתמש במושגים מתמטיים בחופשיות רבה יותר מהמתמטיקאים (הזנחת נתונים מפריעים וכו'). התלמידים עבדו בקב' על קטע המקור שערכתי עם שאלות. למשל, נתתי להם להגדיר אינטואיטיבית את המושג של ברנולי לכמויות קטנות באופן אינפי', לחשב את התוצאה של X בריבוע לאחר שלמדו את חוק ברנולי לדיפרנציאל, וכן למצוא בטקסט תת טנזין מהו. זה בהחלט לא היה קל. הלימוד החל ברשים של ההיסטוריה של המתמט'. זה היה פשוט- התלמידים נתבקשו לתת שמות של מתמטיקאים מפורסמים ששמעו אודותם. אם תשאל בכיתה, האם אתם יכולים לתת לי שם של מתמטיקאי מפורסם, לרוב התלמידים יענו "לא". עליך לנהוג בקשיחות מה, ולהמשיך. "אנא, תנו לי שמות". לאחר מחצית השעה הלוח מלא בשמות. 
 הבאתי עמי ספרים. ניסינו לנחש מתי הם חיו ולאחר מכן בדקנו זאת בספרים. עבורי ועבור התלמידים היתה זו חויה מעניינת, וכולנו נדהמנו מהתוצאה. צעד שני: קראנו טקסט קצר על ההיסטוריה של האנליזה, הם נתבקשו לקרוא על הביוגרפיה של יוהן ברנולי. לאחר שלמדנו את המקור, היה זה יעיל מאוד להמשיך ולדון. באשר למטלה להגדיר אינטואיטיבית כמויות קטנות באופן אינפי', התלמידים היו יצירתיים במיוחד. הם הציעו זאת: אחד אמר- כמות היא מס' חיובי. זהו לא דבר טריוויאלי, ילדים כיום לא יודעים ממש מה ההבדל בין מס' וכמויות, זה מתערבב כל הזמן. חלקם אמרו שכמות תתנהג ככמות קטנה באופן אינפי' כמו קו ונק'. כמו קו ושטח. זה נותן לנו את הרעיון שקו מורכב מנק' ושטח מורכב מקוים. ייתכן ששמעו רעיונות אלו בחט"ב. היתה גם קב' שטענה כי כמות קטנה באופן אינפי' היא כמו ההבדל בין השטח של המעגל והמס' פאי עצמו. אני חושבת שאחת התשובות החכמות, היא זו שדומה למה שלייבניץ הסביר לגבי כמויות קטנות באופן אינפי', הרעיון האחרון שהיה להם הוא שמס' אלו הם כמו ההבדל בין 1 ו0.9. אז אלו הם הרעיונות הבלתי פורמליים- אספנו אותם, דנו בהם וקיבלנו את כולן כאפשריות. הועלו ספקות מצד התלמידים: האם אכן ניתן לומר שקו עשוי מנק'? אנו רואים זאת כאקסיומה, עבור התלמידים אין זה מובן מאליו. שאלות אלו נשאלו שוב כאשר למדנו על טנזין ופרבולה. ראשית, היה זה קשה לתלמידים להבין את משוואה ברנולי לפרבולה. היה אפילו מסובך יותר להבין מתוך משפט המשולשים תת-טנזין מהו. כל מורה מנוסה יצפה קשיים אלו. עם זאת, לאחר הבנת המושג תת-טנזין, התלמידים הבינו בעצמם שברנולי לא חישב את השיפוע כדי למצוא טנזין, אלא מצא זו מנק' אחרת על הטנזין. כדי לוודא, היחס הרצוי עבור השיפוע וכמויות קטנות אינפי', הטנזין לא היה כמויות קטנות אלו אלא נק' נוספת. 
  ע"י בניית עזר זו הרבה יותר קל לחשב טנזין מאשר בעזרת השיפוע של הטנזין. הגדרתו של ברנולי לטנזין, כהארכה של אינפי', גרר אותנו לשיחות ארוכות על מצולעים. זה היה מאוד מעניין. ראשית, כדי לקבוע טנזין, איזה צד של הפוליגון נבחר? זוהי שאלה אמיתית. יש להבין שההבדל בין הזויות אינו כה גדול, כך שלא ממש משנה מה תבחר, אך עדיין זוהי סוגיה. אז וכאשר ישות כזו יכולה להיחשב לנק'- קטנה באופן אינפי', כיצד נקבע כיוון? אנו צריכים לפחות 2 נק' כדי להגדיר כיוון. הגענו למסקנה שלא ניתן להשוות בין כמויות קטנות אינפי' ונקודות, נק' הן חלק ממקטע. זוהי מסקנת האנליזה של לייבניץ ודחיית גישתו של קוואלייר, שאינפי' ניתנים לחלוקה. התלמידים הגיעו למסקנה זו בעצמם. אפסיק לנתח את דיון התלמידים כעת. כמובן שדנו בבעיות מעניינות נוספות, כמו זו שאזכיר בקרוב. לאחר חצי שנה, תלמידי הזמינו אותי שוב לכיתה זה למדנו את הספר של ברנולי לראשונה. נפגשנו בשעות אחה"צ, מחוץ למע' השעות הרגילה שלהם. החלטנו לחקור את גישתו של ברנולי לקביעת נק' פיתול. כיום מלמדים בתיכונים שיטה אחידה לשם כך, לפחות בגרמניה ובאנגליה. היה זה מרגש לראות שמעבר לגזירה לפי X  והשוואת הנגזרת השניה לאפס, לברנולי היה קריטריון נוסף לנק' פיתול. אראה לכם אותו. זוהי עקומה- אצייר רק את המקטעים- P היא נק' פיתול. אם תלמדו כיצד נק' האמצע של הטנזינים הן בכיוון תנועת הצירים- הצירים ינועו לנק' זו ואז ישנו כיוון וישובו למקומם. אם תנועו לאורך העקומה, זו נק' הראשית, אם תנועו לכאן, נק' הראשית תנוע מכאן לכאן. ניתן לקבוע נק' זו אם נגדיר נק' מסויימות כמקסימום. זהו קריטריון נחמד לקביעת נק' פיתול. הנה שאלה- לופיטל לא נגע בה בספרו מ1696,  פול צ'אף הייקלין שכתב נספח למהדורה, אמר שהוא עשה זאת כי זה שווה ערך לקריטריון הרגיל. זה לא נכון, כפי שמצאנו. הקריטריון של ברנולי אינו חיוני או מספק, ובכלליות, אינו נכון. הבעיה היא בתלות שבין הנק' היחסית בין העקומה לצירים. נקבל כל מיני מקרים יוצאי דופן, לעיתים גם אפסים. לכן, ברנולי בחר דוגמאות בתור קריטריון- הוא לא הבין זאת ב1696. זה היה מאוד מרגש עבור התלמידים. אני ממליץ להעלות את זה גם בתור תרגול לתלמידי אוני'. כעת נגיע לגישה ההרמניוטית. במבוא לנאומי דיברתי על ההפקה מחדש של קו המחשבה המוביל לדרך ההמשגה המתמטית המודרנית. לדעתי רעיון זה האופייני למאה ה19, ומורכב ממושגים מתמטיים כפי שהובנו ע"י מתמטיקאים מהמאה ה19 ותחילת המאה ה20. זה משפיע גם כיום- ספרי לימוד רבים נכתבו עפ"י קו המחשבה של בניה מחדש גנרית. עבור לימוד בביה"ס, זה לא בלתי מציאותי. זאת משום שלימוד בביה"ס הוא תלוי סיטואציה בהכרח, כפ שהייתי רוצה לחשוב, ומתקדם בצעדים קטנים. לכן עלינו להיות מציאותיים ולא להעמיס יתר על המידה על פדגוגיה שמתנהלת כך במשך זמן רב. ניתן לקרוא לזה אינטראקציה קטגורית פרגמטית. ראשית כל, הגישה ההרמנוטית יוצאת מכלל הנחה שיש להגביל את ההיסטוריה לניסיון מקומי, מה שמהווה גישה מצומצמת וצנועה יחסית למה שחשבתם כאשר דיברנו על בניית מושגים היסטוריים. בגישה ההרמנוטית, התלמידים מתבקשים לבחון מקור, ולחקור את הרקע ההיסטורי והמדעי שלו. גישה זו לא תיתן לך סקירה מקיפה, אלא תקווה שמס' תלמידים יפתחו אהדה להיסטוריה וינסו להמשיך וקרוא מקורות נוספים ולחקור את הרקע לעומק בעצמם. קווים מנחים לגישה ההרמנוטית יכולים להסתכם במס' עקרונות: תלמידים ילמדו מקור היסטורי רק לאחר שלמדו את הרקע המתמטי בתבניתו המודרנית ובתפיסה המודרנית. המקור יילמד ע"י מורים שאומנו כיצד ליישם את השיטה ומכירים את המקור. שימוש במקורות הינו שיטה שונה למדי משיטות הלימוד והתרגול הרגילות. התלמידים לומדים את הרקע ההיסטורי בעצמם. מותר לעשות הנחות מידי פעם, אך חייבים להיות מרכיבים שהתלמידים לא מכירים בקטע. התלמידים מעודדים ליצור אסוציאציות חופשיות. כמו הדוג' לגבי מהן כמויות קטנות באופן אינפי'. המורה יכול לקבל נימוקים הגיונייים אך לא הסכמות כיתתיות על דבריים שאינם הגיוניים. יש ללמו את התפיסות ההיסטוריות בניגוד לתפיסות המודרניות, וכך להשתמש בהיסטוריה כהתבוננות על מה שנלמד במהלך השנים. 
  אך כך, מהי הרמנוטיקה? ניתן לומר בפשטות שזו אמנות הניתוח של טקסטים. היא מבחינה בין מחבר הטקסט, הקורא ותפיסות העולם השונות שלהם. הקשר החזק בין נק' המבט ההיסטוריות והמודרניות והנושא המתמטי אינו דבר שניתן להתעלם ממנו ויש להתייחס אליו כחלק מהמקור ההיסטורי. קריאת מקור יכולה לתרום ליכולות האינטלקטואליות של הקורא. כל היוזמה של קריאת מקורות נסמכת על חוויית הזרות. זוהי הגרסה שלי באנגלית למה שמכונה בגרמנית (משהו בגרמנית) של ברטולד ברכט על התיאוריה ההיסטורית. הכרת המקור נעשית ע"י הבנת הרכיבים הלא אמיתיים. כיצד זה שהכרת הרכיבים הלא אמיתיים אינה מכשילה? אני עוקב כאן אחר התיאור של עבודתו של תלמידי לשעבר בPHD, מיכאל רגלוביץ. התלמידים שמתמודדים עם דבר מוכר שמוצג בצורה לא מוכרת, אמורים להיות מסוגלים לעשות את ההקשר ולהבין בעצמם את אשר הם מכירים. ההרמנוטיקה, כי שניתן לומר, היא למזג את האופק כפי שנצפה בעבר עם האופק של ימינו. מיזוג אופקים הוא מונח שהומצא ע"י נילס גדמה, פילוסוף גרמני. במיזוג אופקים, התלמידים עשויים להגיע לתובנות שלא חשבו עליהן בעבר, ופיתוח מודעות רחבה יותר. זוהי הרחבת האופקים של הפרט, זה נעשה ע"י ניצול יכולת הדיסוננס, ידוע כבר שמידע לא מותאם מסוג זה מושך תשומת לב רבה יותר ומשפר יכולות. זה הוכח אמפירית בעבודתו של תלמידי. בהרמנוטיקה, תהליך מיזוג האופקים מתרחש במעגל המכונה "המעגל ההרמנוטי". עבורינו, כמחנכים למתמטיקה, זה לא נראה כ"כ מוזר כמו שזה נראה לאחרים, מאחר ואנו רגילים להרהר בתהליכים מסוג זה. בתמונה לקחתי את המידע הזה, שנבחר כך- מתחילים בתמונה מסויימת של הטקסט ובציפיות לגבי מה יכול להיות נושאו של הטקסט. לאחר מכן קוראים את הטקסט ומבינים שחלק מהציפיות אינן מסתדרות עם מה שנאמר בו. כך צטרך להתאים את הציפיות לטקסט שוב ושוב עד אשר הן יתאימו או שלא תרצה להמשיך בקריאה. במקרה שלנו, התלמידים החלו בציפיה שברנולי אולי יעסוק בהגדרת עקומות, ושרעיון הגבול אולי יהיה קשור לכך, שמושגים כמו שיפוע הטנזין יופיעו לעיתים קרובות, ועוד כללי אלגברה. ישנן כללים חדשים שמסמלים את המצב בטבע. לאחר כמה התפתחויות בתיאוריה ההרמנוטית, הובן כי כי המקור שהשפיע על הגדרת הטנזין והעקומות לא כלל את מושג הגבול, ובמקומו היתה הגדרה מסובכת של כמויות קטנות באופן אינפי'. בנוסף, השיפוע של הטנזין הגלה כפחות חשוב מאשר ציפו. השתמשו בו במקור כדי להפטר מהכמויות הקטנות באופן אינפי', אך הנק' הטעונה היתה הנק' השניה של הטנזין. לכן השיםוע משתנה באופן אוקסליארי. ברמה בסיסית יותר, המעגל ההרמנוטי יכול להחשב כתהליך בו ההיפותזה יכולה להיבחן כנגד המקור, ולעבור התאמה עד אשר הקורא מגיע לתוצאה מניחה את הדעת. למשל- התלמידים נתבקשו להגדיר מתוך הקטע דיפרנציאל מהו. מתוך הידע שלהם המתמט', חלק מהתלמידים הגדירו כי דיפרנציאל זהה לנגזרת. היפותזה זו נבדקה כנגד חוק התוצר של ברנולי, והובן כי זה לא יכול להתקיים. התלמידים הבינו שאין זה יכול להיות, כי ברנולי לא חישב זאת. לאחר עוד מס' ניסיונות, הם הבחינו כי הדיפרנציאל מושפע בדרך שונה. המונח שהם מצאו כמשותף לשניהם היה התת-טנזין.  האם ניתן לטעון שתלמידים מתנהגים כהיסטוריונים של מתמט' כאשר הם קוראים מקור? בעיקרון זה המקרה. הם קוראים את המקור, הם שואלים שאלות הזהות להיסטוריונים מקצועים למתמט', באופן כללי, שאלות אלו נוגעות למשמעות השונה של המושגים, והמבנה השונה של המושגים בימי ברנולי וכיום. ישנן שאלות רציונליות אחרות שלא נשאלו במפורש, אך ברור היה כי הם חשבו עליהן. זה מתייחס למה שמחנכים למתמט' מכנים תפיסת מושגים. עוד שאלה שנשאלה- האם ברנולי אכן האמין בכמויות קטנות באופן אינפי', או שהחשיב אותן ככלי יעיל אך חסר משמעות? היה לנו שיעור על כך מאוחר יותר, אני מזמין אתכם להרצאה נוספת על כך. מובן שהיסטוריון מקצועי ישאל גם שאךה זו, אך ישנן שאלות נוספות שההיסטוריון המקצועי ישאל והתלמידים לא- בעיקר בנוגע להשוואות לטקסטים אחרים של ברנולי, לייבניץ, לופיטל וכו'. כמובן, להיסטוריונים יש רקע שונה מאשר לתלמידים. ההבדל החשוב ביותר הוא הידע שעומד לרשות התלמידים וההיסטוריונים- למשל- המקטעים הקטנים שברנולי שרטט כפרבולה, אתם עשויים לזכור זאת. היסטוריון יודע כי המקטעים הללו נובעים מידע קדום יותר ושניתן להגיע אליהם עם מחוגה וסרגל. התלמידים אינם יודעים זאת. למורה זוהי שאלה קשה, עליו לספר זאת לתלמידיו. העדפתי לא לעשות זאת ולהשאיר את התלמידים להרהר בכך לבד. עבור התלמידים, המקטעים הללו מהווים את אחד הרכיבים הזרים להם, שאין הם יכולים להסביר. כעת נעבור לדיון קצר.    
במחקר חדש, רופרט יאנגסט הבדיל בין השימוש בהיסטוריה ככלי והשימוש בהיסטוריה כמטרה. הראשון נוגע לשימוש בהיסטוריה ומשמעותיה ככלי עזר בלימוד המתמט', מושגים ותיאוריות מתמטיות וכו', בניגוד לכך, השימוש בהיסטוריה כמטרה אינו משרת את המטרה הראשית אלא כמטרה בפני עצמה. למשל- נושא המרחב והזמן תחת ראי ההתפתחות המדעית וכו'. הבחנה זו בין כלי ומטרה שימושית לצורך הבהרת השימוש בהיסטוריה בלימוד. עם זאת, כפי שיאנגפסט עצמו העיר, שני מימדים אלו שלובים זה בזה. אני הייתי מוסיף- לא ניתנים להפרדה. בגישה ההרמנוטית, מתמט' מתפצלת לפחות ל2 דרכים- ראשית, חוויית הזרות. התלמידים לומדים על הידע שברשותם ע"י השוואת המושגים בקטע והרקע ההיסטורי לעומת המושגים כיום. שניה, וחשובה באותה המידה, היא העובדה שבקריאת הקטע, המתמט' המודרנית עצמה מיושמת ככלי. המשימה לחשוב על מחשבותיו של אדם בתקופה בה נכתב המקור, דורשת לגזור מתוך הנחותיו של אדם זה את הסמלים המתמטיים והחישובים דאז. זה אכן תרגול נוסף בהוכחות, להפיק טיעונים מהנחות שונות. זוהי דרישה שונה מהרגיל להוכחות לטיעונים  מתמטיים. הקטע שלימדתי הוכיח כי התלמידים נדרשים להעלות את רמת הביצוע שלהם בהוכחות כדי לבצע משימה זו. בנוסף, הם הפנימו היטב את המתמט' שלמדו. קריאת מקור מעמיקה את הידע המתמטי שנלמד ב2 הרמות, רמת ביצוע המתמט' ורמת ההתבוננות המעמיקה בה.
 מייקל פריד הפריד בצצורה טובה בין מתמטיקאים מודרניים לבין מתמטיקאים מהעבר. הוא הבחין בין מורים למתמט', מפתחי תיאוריות, היסטוריונים של מתמט' ועוד. ברמת ההיסטוריונים, הניתוח של הטקסט דורש יותר מרק להכיר את הידע המתמטי הנדרש והרקע ההיסטורי. עם זאת, ניתן לומר שידעת מתמט' מודרנית הכרחית להבנת העבר. אני מקווה שאתם מסכימים על נק' זו. אם כך, כיצד נתאר את הרכיב הנוסף למתמט' המודרנית? זה מביא אותנו לדיון על הרקע המשותף למתמט' ולחינוך מתמטי. ברצוני לתאר זאת ע"י המושג "כבוד". מצד אחד, כבוד הוא קטגוריה ביחסים אנושיים. כאשר אנו מתקשרים עם אנשים אחרים, כבוד הדדי הוא תנאי הכרחי. בהקשר הנוכחי, אני מוסיף לו משמעות נוספת.  זוהי לא רק אפיסטמולוגיה. עלינו לקבל את ההיסטוריה של המתמט' מתוך כבוד לידע שהצליחו להשיג בימים עברו, אף אחד מאיתנו לא מגיע לאמת כולה בכוחות עצמו. לפי ההרמנוטיקה, הבנת המקור כוללת מיזוג אופקים שונים, זה של הקורא וזה של המקור. קוראים שונים מרקע שונה יפרשו מקורות באופן שונה. רעיונות מתמטיים שפותחו ע"י מתמטיקאים מובילים, כגון פליקס קליין, שייתכן כי הזניח פרטים היסטוריים רבים, שונים מהרעיונות של תלמידנו כיום. עם זאת, כבוד כקטגוריה אפיסטמולוגית, אם מישהו מזניח את העבר וההישגים שארעו בעבר, זה פוגע בכבוד. הוא משתמש בכלים המתמטיים כמטרה עצמה. ברצוני להמליץ על שילוב קריאת מקורות היסטוריים באימוני מורים. אסביר מדוע בקצרה. הזכרתי כבר את עבודת הדוקטורט של תלמידי לשעבר, מיכאל לוגרוביץ. הוא השווה אמפירית בין 250 תלמידים בכיתה ח'. 3 כיתות למדו משוואות בשיטה הרגילה, ו3 כיתות למדו זאת עם קצת מקורות היסטוריים, לאחר שערכו להם תקציר של החומר. התוצאות היו כפי שציפינו: קב' הניסוי השיגה תוצאות טובות באופן ניכר מקב' הביקורת. זאת מאחר ולא יכולנו לצפות, לאחר שהלימוד כבר בוצע, מיכאל ואני צפינו בקטעי הוידאו, והיה קצת , עלי להודות, ספקות לגבי לימוד המקורות. אין זה קל עבור מורה המנוסה בלימוד מתמט' לעבוד עם טקסטים בלימוד. למרות שהלימוד לא היה טוב למדי, לדעתי, תוצאות המבחנים אח"כ הראו הצלחה ניכרת בכיתות הניסוי לעומת כיתות הביקורת. אין לי הסבר לכך.
 חייב להיות משהו במקור, זה מעט מיסתורי, זה לא יכול לנבוע מאיכות ההוראה. כמובן שההיכרות הראשונית לחומר היתה זהה בכל הכיתות. המורים היו שונים, הכיתות של הניסוי לא לומדו ע"י מיכאל עצמו אלא ע"י הקולגות שלו, שלא היו בעלי רקע היסטורי. הם היו בדיוק כמו כל מורה שניגש ללמד משהו שאין לו רקע בו. למרות הכל, התוצאות היו כנ"ל. ושוב, איכות ההוראה לא היתה גבוהה מהרגיל ועדיין התקיימו תוצאות אלו. עלי לומר כי עלינו להשקיע. עבורי לא מדובר במקרה בו עלי לכתוב טענה או מחקר אחרים, אלא יותר לכיוון מציאת מורים שיעשו זאת עם תלמידיהם, אני חושב שיש פה דרישה כללית לחקור את העבודה עם מקורות בלימוד מתמט', באופן נפרד מההיסטוריה של המתמט'. תודה רבה. 
