דייויד טול – הצדקות במתימטיקה ובחינוך המתמטי
שלא כמו דוברים רבים כאן, שהצהירו בבירור כי הם מתמטיקאים או מחנכים למתמטיקה, דודי הוא שניהם. הוא סיים את לימודיו באוקספורד (התבלבל עם אוני' קיימברידג', וטען כי מישראל זה נראה אותו הדבר). 
קהל- האם אני יכול להוסיף דבר מה לפני שאתה ממשיך? שמענו לפני 400 שנים את סר אייזק ניוטון. והוא הגיע כל הדרך מקיימברידג' כדי לפגוש מישהו באוקספורד. זכרו זאת. 

דובר- הוא סיים את הדוקטוראט שלו תחת מייק קרטיה,  לאחר מכן הצטרף לווריק, שם בילה את מרבית הקריירה שלו, לאחר כמעט 20 שנה הוא סיים דוקטורט שני, הפעם בחינוך מתמטי, הוא הפגין אומץ רב. כיום הוא מרצה לחשיבה מתמטית. אולי אתם זוכרים שדוידה השמיעה את הערכתה על מיה כהן, שאמרה- במקום ללמדנו מקצוע היא רוצה ללמדנו לחשוב. צריך לירות בה. אז אתה פרופ' לחשיבה. טוב מאוד. הוא הולך להרצות לראשונה על משהו הגיוני. אז בבקשה...
  שמי אינו דוד טל, אינני יהודי, למרות שהלוואי והייתי, סבי נולד 8 שנים לאחר שסבא רבא שלי נפטר. אז השם "טל" אינו מרחיק עד לויקינגים, כפי שחשבתי. חשבתי שאני צאצא של פוקולד טל המפורסם. הייתי גאה בכך מאוד עד שגיליתי פרצה בשרשרת הדורות. בכל אופן, שמי בסינית הוא גאודאו וויי, משמעות שם זה הוא בטן שמנה מאוד. אתחיל בלברככם במציאות התפיסתית בה אנו נמצאים. אנו חוגגים בה לא רק את האנשים שכאן איתנו, אלא גם את אלו שבראשינו. זה רעיון שקיבלתי מהשיחה עם שלמה וינר, כאשר דיברתי על הבלתי מודע הקולקטיבי עימו. הוא שאל באיזה תחום קשור הבלתי מודע הקולקטיבי. בפרט אני זוכר את פולי, אשתו של טד. היא הגיעה לביקור, ועלי לומר- טד המסכן, הוא גבר שבגברים אך גם יידישע פופר (בהצלחה עם לתרגם את זה). הוא גר בבית עם אשתו ושני ילדיו, וכל דבר שהוא עשה היה טעות. רציתי כ"כ שיהיה בחור נהדר ויעשה הכל נכון, אבל מתכווץ מעט ועושה מה שאומרים לו. הוא אמר לי שאני האדם היחיד שלא קיבל שיעור בנגינה על פסנתר, שניתן בפסנתר לצלילי נגינתו על כינור בסונטה של מוצרט. זה זיכרון שלי מאז שהכרתי את טד. אמרתי מספיק על כך. אתחיל כעת. אדבר מעט על טד אייזנברג, אני חושב שב2 הדק' הראשונות אספר לכם בדיחה עלי אבל אח"כ עלי להיות רציני שוב. עלי לציין כי אני גם מנצח בכל מיני הרכבים מוזיקליים. המקהלה אומרת שאני מנצח נהדר לתזמורת, והתזמורת אומרת כי אני מנצח נהדר עבור מקהלה. טד, אתה יכול לקבל זאת איך שתבחר,  ידוע כמתמטיקאי, ולגבי עצמו, איני בטוח כיצד הוא מגדיר את עצמו. הוא ידוע גם כמחנך מתמטי. טד דואג- ואני מחבב אותו על כך- לגבי דברים הגיוניים במתמטיקה. זה מה שהוא תמיד ניסה לעשות. אם תפגוש את הצד הלא נכון של טד, תדע . הוא גם בוחן את האסתטיקה של מתמטיקה וזה חשוב למדי. הוא ראה את העיוורות לאסתטיקה אצל תלמידים, זה דבר שאבי ואנשיו עברו כברת דרך במחקרם לגביו, והבין כי לתלמידים את חוש להבין את היופי של המתמטיקה. בנוסף, טד רוצה לעשות הכל נכון. 

  המצגת הזו תעסוק בהיגיון של הנימוקים וההוכחות המתמטיות, כפי שהם מתפתחים במהלך חיינו. עלי ליידע אתכם כי כולנו חולקים דבר מסויים: כאשר נולדנו, גילנו היה אפס. כולנו עברנו התפתחות קוגניטיבית, אולי שכחנו חלק ממנה, אך שומה עלינו לראות את ההתפתחות כולה מאפס ועד היום. היום אקח אתכם למסע אפילו טרום הלידה של התינוק, ועד למחקר פוסט-דוקטורט. אעשה זאת בקצב מהיר במובנים רבים. יש לי בכעיה, אשתמש בואן הילו כבסיס. קשה מאוד להבין שלב אחד בלידה לעומת השלב בו אנו נמצאים, ולכן לדעתי אני ב2 רמות מעל כולכם. אז כיצד תוכלו להבין על מה אני מדבר? איני יודע, אך אעשה את מיטב מאמצי. הרעיון למצוא היגיון בנימוקים והוכחות מתמטיות דרך תפיסות, אנליזה, ונימוקים. אני מדגיש את רעיון התפיסה, אח"כ את רעיון האנליזה ואז את הנימוק. אני מתעניין במה שאני מכנה השפה החושית-מוטורית של מתמטיקה. איני מתעניין לעשות אנליזה רק למנה שקורה בכיתה, אני רוצה להבין מדוע בני אדם יכולים להבין מתמטיקה, איך מוחם עובד, איך הם רואים דברים, איך הם מעבירים קלט למוחם, אך הם מנמקים, כיצד הם מנתחים ופועלים ומפתחים שפה. שפה זו, בסמלים, ניתנת לשימוש לדברים רבים, רבים יותר ממה שיכולנו לעשות אי פעם לו היינו מין אחר של בע"ח. 
  אתחיל עם ברונר. אולי תהיו מופתעים. ברונר מתעניין ברעיון הפעולה, האייקוני והסמלי. כאשר הוא אומר סמלי, הוא מתכוון לשפה הסמלית המיוחדת באריתמטיקה ולוגיקה. ברונר כבר הבין, בעבודתו עם ילדים צעירים, שכדאי לעבור לרמות גבוהות יותר. אתייחס לפעילות האייקונית במה שאני מכנה תפיסת ופיזיות. זה קשור לתפיסה, פעולה וניסיון מחשבתי. זה לא רק מה שילדים צעירים עושים, אלא גם מתמטיקאים עושים זאת. המנחה שלי, מייקל לטיר, עבד רק עם ניסויים מחשבתיים עד אשר הוכיח תיאוריות. הוא קיבל פרס על הקישור בין סימליות לניסיון מחשבתי.  לכן, בשום פנים ואופן אל תחשבו שכאשר אני מדבר על תפיסה והמחשה, אני מדבר על ילדים המשחקים בבלוקים מעץ. אני מדבר על כל הדרך בה בני אדם  השתמשו בשפה בחושית מוטורית כדי לבצע מתמטיקה. שנית, אני מסתכל על הביצוע של הסמליות.  זה ניכר כאשר פעולה מסמלת אובייקט  שניתן לשחק בו, מנטלית. 2+3 זה דבר שאנו יכולים לשחק בו מנטלית כי הוא סכום אך גם הליך ביצוע בדרך להגעה לסכום. אני מתעניין בפורמליות של אקסיומות, שהיא סט של הגדרות תיאורטיות והוכחות קודמות. מה שאני ראיתי במהלך שבוע, אנשים ממקומות שונים ומיונים בדרכי מחשבה שונות, אינם מצליחים להבין ל מה אחרים מדברים. אני מקווה שאיני נמצא במקום נפרד מכם, ותבינו את מה שאני אומר. עלינו לבצע אנליזה מפורטת, על היחסים בין כל התיאוריות. אני מתייחס לפרקים שכתבתי עם בוריס קואיצ'וק, היקר לי מאוד. הוא לא כאן? ממזר. הוא אחראי למס' רעיונות ועוזר לי בהם. זה היה לפני שנתיים. המשכתי הלאה בשנתיים אלו. כתבתי ספר על כיצד אנשים לומדים לחשוב בצורה מתמטית, שיצא לאור ב1 בספטמבר, בהוצאת קיימברידג', ארה"ב (טעות אצל הדובר ולא אצלי). ספר זה ספג ביקורת קשה מכמה אנשים, חלקם נמצאים פה עימנו. אנשים לא תמיד רוצים להבין מה אחר אומר. אני מתמטיקאי, אני רוצה להיות מתמטיקאי, ואני רוצה שמתמטיקאים יבינו את מה שמורים בביה"ס היסודי מרגישים, את מה שילד מבין. הייתי רוצה גם שכל אלו יבינו מה מתמטיקאים חושבים.  זה מה שאנסה לעשות היום. 
  השפה המוטורית חושית של מתמטיקה. הבה נתבונן על התפתחות ההוכחות והנימוקים. נימוקים בהוכחות נובעים בעיקר מהמחשה סימבולית, הבחנתם כבר קןדם שאני קורא לזה המחשה סימבולית ולא המחשה תפיסתית, כאשר אני משתמש במילה סימבוליות- אני מתכוון לסימבוליות מעשית, כמו באלגברה וגיאומטריה. לא במובן בו סימליות נפוצה.   זה התפתח דרך הדגרתו של אוקלידס להוכחות דרך המחשה, זה התפתח גם בהוכחה סימלית שמבוסס על תכונות נראות לעין באריתמטיקה  שהילד מבחין בהם ומאוחר יותר הוא משתמש בהם ככללים בדדוקציה. זה הדבר הראשון שרציתי שתראו. ראשית, זה נתפס ואח"כ מתחילים להבין כללי דדוקציה. מאוחר יותר נבנות אקסיומות פורמליות בתור מע' הגדרות של הוכחה פורמלית. שמתם לב לקטגוריות השונות שאני בודק. הראשונה היא תפיסה, אחריה ביצוע, לאחר מכן המעבר למתמטיקה פורמלית. כך ניתן לראות את המערכת כולה. ושוב, יש לנתח את כל אלו בפרוטרוט. אתחיל בתיאוריית ואן הילו: ישנתי באותה מיטה של ואן הילו, אם כי לא באותו הזמן. שנינו טיילנו בעולם ומצאנו עצמינו בסוף עם אותם אנשים, במרחק של מס' שנים. איני סבור כי ואן הילו הבין עד כמה טבה היתה התיאוריה שלו. היא גדולה יותר מגיאומטריה. היא מכילה הכל.  הוא דיבר על מס' רמות. הראשונה כונתה ראיה\דימיון. אני מדבר על הכרה (זיהוי). כן, אתה מכיר ע"י ראיית דברים, אך גם ע"י דרכים אחרות. אדבר על זיהוי ותיאור תכונות. התכונות האלה מופיעות סימולטנית. ישנו משולש, הזויות שלו, וכו'. אלו הדברים עליהם אנו מדברים. לאחר מכן מגדירים. למשולש שווה שוקיים יש 2 צדדים שווים. שימו לב שלא מופיעות פה הזויות. זו ההגדרה.  לאחר מכן נעבור להיסק הלוגי. אם יש צלעות שוות, יש גם זויות שוות. כל מה שאני אומר יופיע באתר, אומר לכם את כתובתו בסוף. אם נקבץ הכל, זיהוי והגדרה ייקראו באנגלית מרחב וצורה למעשה. עושים דברים רבים בניסיונות על צורות, למשולש יש 3 פינות, צלעות ישרות וכו'. מאוחר יותר מגיעים להוכחות תיאורטיות אוקלידיות. מאוחר יותר אבדיל בין תיאוריטית ופורמלית. זה חשוב, אנו מדברים על מתמטיקאים באוני', וישנם 2 סוגים, לצערי- מתמטיקאים פורמליים ומתמטיקאים תיאורטיים. ישנם בעיות רבות כאשר תלמידים תיאורטיים חושבים כי הם אינם צריכים לדעת הוכחות פורמליות. אדבר על כך מאוחר יותר. מאוחר יותר נגיע להוכחה פורמלית מתמטית. חזרנו לואן הילו- זיהוי הוא דימיון, הגדרה היא תיאורטית, אלו הם הדברים האחרונים שואן הילו עצמו דיבר עליהם.  הוא לא דיבר על הרמות האחרונות. אני אציג הוכחות תיאורטיות. מאוחר יותר, ואן הילו כונה מתמטיקאי. אך מה שהוא עשה, כפי שתראו, הוא לעבוד עם הכל השלמותו. למעשה, עלי לשמר את ההכרה, התיאור והדדוקציה, כי בגיאומטריה אוקלידית יש 2 סוגי פעילויות. האחת היא הגדרת מבנה, עושים משהו ולומדים כיצד לעשותו. בדדוקציה, הוכחה אוקלידית היא דוגמה. אם כך, עדיין יש לנו 2 רמות שונות בהגדרת דדוקציה. ריגר הוא הגדרה פורמלית יותר, כי ואן הילו הבין שישנם דברים בגיאומטריה שתלויים בתפיסה. למשל, אנשים מדברים על חלקו הפנימי של המשולש כי הם יכולים לראותו, אך אין אקסיומה לגבי חלקו הפנימי של המשולש ומהו. עלינו להכיר אקסיומות חדשות כדי להתמודד עם דברים כאלה.  אקרא לתחום הראשון במתמטיקה- מתמטיקה מעשית. השני- מתמטיקה תיאורית, והשלישי מתמטיקה פורמלית. אני עובד בהמצאת מילים משעשעות כך שאנשים יזכרו אותן וישתמשו בהן. יש בכך הרבה מעבר, פרטים קטנים, זה לא משהו שסתם צץ במוחי לפני שבוע- למעשה דוקא כן, אך זה בנוי על הרבה מחקר וירידה לפרטים, ויכולתי להסביר לכם זאת לו היו לי 3 חודשים לשם כך. ישנו הבדל גדול בין מתמטיקה מעשית, בה הדברים מתוארים וקורים בו זמנית ומתמטיקה תיאורטית, בה הדברים מוגדרים  ומסיקים מסקנות על הקשרים ביניהם. ישנהו הבדל נוסף, שתלמידים מוצאים כמסובך, כאשר הם מגיעים למתמטיקה פורמלית. ישבתי פה 3 ימים וכולם דיברו על עד כמה זה קשה לתלמידים. איש לא אמר מדוע, ואני אומר זאת כעת. ישנם מחקרים רבים על חרדה בארה"ב- כולם חרדים. 2 שלישים מהבוגרים בארה"ב חרדים ממתמטיקה. לא ניתן להתעלם מזה ולדבר על האחוזון העליון, להתעלם מהחרדה המוסבת לעולם כולו. איני רק אנגלי, אני מתנהג יותר כמו ישראלי. אני נוסע בעבודתי לצפון אמריקה, לברזיל, אסיה- אני עושה כרגע מחקר על לזיות ביפן.  אני מביא מחקר לזיות לאירופה וכו'. ניסיוני מבוסס על מנחים רבים לאורך הדרך. זה לא רק חוזה חינוכי. אני מקווה שמה שהבאתי היום מכסה הכל- בני אדם ודרכם. אז ראינו את התפתחות ההמחשה, הבה נראה את התפתחות הסימליות. תיאוריות לגבי עיבוד אובייקטים. ניתוח מתמטי מסמל ונותן לנו אובייקט מתמטי שניתן לנתח אף אותו. זה החל לקרות רק בשנים האחרונות, יש לנו מס' תיאוריות, תיאוריית A+, תמת האובייקט והתהליך, ניתוח מוביל מבנה, בו תהליכים מעובים, מעובדים והופכים אף הם לאובייקטים, ישנן תיאוריות כלליות יותר, כמו מס אישי, זה רק בהרצה, תשובות יחסיות, ועוד. זה לא ממש מתאים למע', אך אם תבדוק היטב בספרי, תראה שיש להם הרבה במשותף. אם תבדוק את התיאוריה שפיתחתי,  שום דבר חדש, כבר חשבו עליה לפני לבטח, מתחילים בהליך, אך ישנם מס' תהליכים, והם שווים במובן מסויים, מקבלים עיבוד ואח"כ אובייקט שניתן להתייחס אליו כתוצר העיבוד. אני מכנה זאת פרו-מערכת. זה מאחר ש3+4 הם גם עיבוד וגם אובייקטים בפני עצמם. גם 2 שליש הם כך. אם אינך יודע זאת, אינך יכול ללמד מתמטיקה כיאות. בתיאוריות האחרות מתייחסים אליהם כאובייקטים, וניתן לפרשם. עובדה היא כי אם תדבר עם ילד קטן, והם לא מבדילים- שאלתי את נכדי, סיימון, בשבוע שעבר- סיימון, מהם 2 ו8? והוא ענה שהם 5. לאחר מכן הוא הסתכל עלי, ואמר-10. יכולתי לראות שהוא סופר. שאלתי אותו שוב, כמה זה 2 ו8? הוא ענה, 10. שאלתי, כיצד אתה יודע זאת? הוא ענה- כי זה אותו המספר טיפשון. מה שאני מנסה לומר, הוא שהילדים הללו מבינים את הדברים שאנו מנסים לחקור לגביהם, מסבירים זאת למחנכים למתמטיקה, ואז הם מנסים ללמד זאת את הילדים. אנו מלמדים אותם לחשוב לפני שהם מבצעים את תהליך העיבוד וכן הלאה. בתיאוריית אייפוס, תראה שהבעיה היא בכמה דפי עבודה ניסינו ללמד את תהליך העיבוד, את הפונקיה, כי התלמידים לעולם אינם מגיעים לרמת האובייקט עצמו (המס', כמו 3, לתפוס אותו כאובייקט) עלינו לשקול מחדש את הדרך בה אנו תופסים דברים כדי להבין זאת. כהתחלה, אשתמש בשתי תיאוריות אלו. הן מתחילות בפעולות עם מבנה. תיאוריית אייפוס מתחילה בפעולה, כך כתוב בכריכת הספר. אם נסתכל על תפיסת פעולות, אני מצטט מה שנאמר לפני 20 שנה- תפיסת פעולות באה לפני תפיסת מבנה. זה נכון שכאשר אדם מכיר לראשונה מושג מתמטי חדש, תפיסת הפעולה היא הראשונה שתתפתח? האומנם? זו שאלתי. כל הסיכויים הם שהתשבובה היא כן. ואנסח זאת בבירור- רעיון זה בוסס על דוגמאות היסטוריות, בהן השתמשו בכל מיני דברים כדי להגדיר תהליך למידה. 
  אם ניקח לדוגמא אריתמטיקה ואלגברה, בהן אנו מלמדים את התהליכים- ראשית תהליך הפעולות הנדרשות, מושגים ומבנים באים יותר מאוחר. האם זה נכון? לצערי, באותו מחקר יש לנו תמונות כאלו, וזה מתחיל כך- יש לנו פה סטים של מושגים מוחשיים, כמו מספרים טבעיים, לאחר מכןם פעולות- שברים חיוביים, חילוק,  וכן הלאה דרך מס' חיוביים רציונליים, מס' מורכבים וכו'. ישנן מע' מספרים מוצלחות רבות שבהתפתחותן לכאורה, מע' הפעולות קודמת למע' המבנית. בעיה אחת קטנה- זהו מחקר מנק' מבט תחתונה, מה קורה לילד, ללומד, מנק' מבט מלמטה למעלה. הוא לומד דברים ומתוודע אליהם בפעם הראשונה. התשובה היא שהדבר הראשון שמתרחש הוא פעולה שנעשית על אובייקט- כלומר, האובייקט (המבנה) קודם. איני אומר שזה תמיד מה שקורה, אך כאשר אתה מבצע פעולה,אתה מבצע אותה על משהו, יש לזה השלכה מעניינת למדי. הפעולות תמיד מבוצעות על אובייקטים ממשיים, זו חלק מתיאוריית המבנה. זה נותן לנו 2 אפשרויות: הראשונה, להתמקד על האובייקט ולהדגישו. למשל, יש לי 2 דברים ו3 דברים. אני יכול לראות ש2 ו3 זה אומר הדבר כמו 3 ו2. אני יכול לראות את הקשר. אם אשים את האובייקטים שלי יחד, 2 ו3, אקבל 5. אני יכול לראות מה מתרחש. האפשרות השניה היא להתמקד על הצד של הפעולות ועל המשמעות הסימלית. אקרא לראשונה "דחיסה מגולמת", ולשניה "דחיסה סימלית". אז ישנן 2 דרכים לתפוס פעולות- הראשונה היא לבחון עצמים וראות מה עושים  עימם. השניה היא להסתכל על הפעולות עצמן. הבה נבחן את הדחיסה המגולמת. מה שקורה כאן הוא שיש לנו איזשהו תהליך, ועצמים 2,3,4,5, ניתן ללכת מכל כיוון, אין חשיבות לכיוון, ניתן לבנות מע' משוואות. האפקט-התוצאה, תמיד תהיה 5. לא משנה איך תפעל. בייחוד במספרים קטנים, הילד לומד מהר שנקבל 5. אפשר אפילו לראטות 5 כאבן דומינו, כמו זו. מה קורה כאשר מסתכלים תחילה על פעולות? ננסה לחבר 2 ו3. ניתן לבצע זאת בדרכים רבות ושוות ערך- לספור 2,3,4,5 וכן הלאה. ניתן לספור, למשל במס' דרכים. אם נרצהלחבר 2 ו8, נספור החל מ8 (8,9,10) כי זה מהיר יותר. ישנם ויכוחים האם זה אינטואיבי. אין ילד שישנה 8 ועוד ל2 ועוד 8. ישנם חומרים רבים בספרות המקועית לגבי המשמעות של דברים אלו. מה שקיבלת לאורך כל הדרך הוא דחיסה של הפעולות לידי אובייקט.  בספרי אני בוחן עוד כמה אפשרויות, אך לא שמתי בו תמונה של שברים. יש לי בו שברים רק בתמונה של דיסק, שחתכתי אותו ל3 רבעים או לחצי. כמובן שאוכל לבצע הליכים שונים כדי להגיע לחצי: זה יכול להיות חצי אחד, או 2 רבעים, 3 שישיות וכו'.  כולם חלקים בגדלים שונים ומס' פעולות שונה, אך התוצאה של כולם שווה. כאשר אתה מבין זאת, אתה שם לב לבעיה- מלמדים ילדים כי חצי הוא עצם, אך הוא גם פעולה. זו הבעיה, אינך רוצה ללמדם בצורה קשוחה ודידקטית, אלא שילמדו לשחק עם החצי כעצם וגם כפעולה- הרי כיצד לניתן לדעת מהו חצי משליש, אם חצי הוא רק עצם? אם נתייחס לחצי גם כפעולה, הרי שברור כי חצי משליש הוא שישית. אם נתייחס רק לתיאוריית האובייקטים תחילה, הרי שנפספס לחלוטין את מה שהילד אכן מסוגל ללמוד. כאשר נכתוב בעיות של שברים במובן של שינוי יחידות (3 יח' בשליש, 2 בחצי וכו'), לא נרד לעומקה של דרכם של הילדים ללמוד שברים, ויצאו שוב המוני מאמרים על מדוע ילדים אינם מסוגלים ללמוד שברים- בשל שיטת הוראה שגויה. מאוד מטריד אותי לומר זאת, כי המין האנושי מזכיר קצת נמלים: אניטיליגנטיים להפליא, אך אם כולם מלבדך רצים לאותו כיוון, תצטרף אף אתה אל המירוץ. זו הבעיה- כאשר אתה נמצא במקום בו זה המקובל, יהיה לך קשה לעצור רגע ולהמנע מהדרך המקובלת, ולחשוב כיצד ניתן להשיג את המטרה בצורה טובה יותר. כולנו חוזרים על טעויותיהם של אחרים. יש לי הוכחות מכל תחום ש מתמטיקה המעידות על כך. 
  אז יש לנו 2 סוגי דחיסות: הדחיסה המגולמת מתמקדת על תוצאת הפעולות על העצמים. קל לראות ש2+3 שווה ל3+2, או ש2 שורות של 3 שווה ל3 שורות של 2. זה קל! מה שמלמדים ביפן הוא ש2 שורות של 3 שונות מ3 שורות של 2. כיצד נדע? 3 ברווזים עם 2 רגליים שונות מ2 ברווזים עם 3 רגליים. הבעיה במתן דוגמאות ספיציפיות הוא שיבוש ביכולתו של הילד לרדת למשמעות החבויה בשאלה, ולדעת להכליל אותה. אדבר על כך מאוחר יותר. התגלמות דחוסה היא משמעות הקשר. מנגד, דחיסה סימלית היא קיבוץ הפעולות. 2,3,5 שונה מ5,3,2. אם תעבוד לפי הדחיסה הסימלית, תתחיל להבדיל בין דברים שלפי הדחיסה הגלומה הם אותו הדבר. אם כך, צריך להתמקד בתהליך- או בפעולות, או בעצמים. כך נקבל מגוון ביצועים אפשריים. יש האומרים שהאחד הוא הליכי והשני הוא תפיסתי, והם אינם יודעים באמת מדוע. אתחיל לספר לכם מדוע. ברצונינו לאחד ביניהם כדי שיתפסואת הדבר בו זמנית וכך תיבנה משמעות מתמטית. כך יהיה ניתן ללמוד את הפעולות, וזה קשה, וגם ללמוד על הקשרים ביניהן. הקשרים נותנים לך עוצמה. לא אגיד שישנם ילדים מאוד מבריקים וישנם טיפשים להדהים, אלא רק שהרבה מהדברים הללו ניתנים ללימוד. אין טען בקיבוע ילדים ברמה הכי גבוהה או נמוכה של מתמטיקה של בני גילם, אם ניתן ללמד אותם בצורה שבה הם יבינו את החומר ויוכלו להתקדם. אם כך, דיברנו על תוצאות, דיברנו על רגשות. אך לא שמעתי פה איש שדיבר על מה שהרגשות עושים לנו. בספרו מ1972, "אינטיליגנציה בפעולה", ריצ'רד סטמפין  דיבר על מטרות ומטרות נגד. היתה לו תיאוריה סבוכה להבנה. בתמונה הזו, בצד שמאל ישנה מטרה- זה הדבר אותו אנו רוצים להשיג. אם נתקרב אליה,נחוש עונג. אם נתרחק ממנה, נחוש חוסר עונג- זהו ביטוי פרוידיאני, משמעות הסמיילי הוא ביטחון שאשיג את מטרתי. אם אינך משיג את המטרה, אתה חש תסכול וחושב, לעזאזל, אשיג את המטרה גם אם זהו הדבר האחרון שאעשה. אם אתה נחוש להשיג את המטרה, יש לך ביטחון וגם תסכול, ותעבוד עד אשר תשיג את מטרתך. מטרת הנגד היא מה שאינך רוצה להשיג. כאשר אתה מתקרב אליה, תחוש פחד. אם תתרחק ממנה, תחוש הקלה. אם תרגיש שאתה מנסה להתחמק ממטרת הנגד, צשב בכיתה בשקט ותנסה שהמורה לא תשאל אותך שאלות. אם לא תצליח להמנע ממנה, תחוש חרדה. זה מה שאני מנסה לומר, תמונה זו גורמת להגדרה הכפולה של תוכנית הלימוד כפולה מבחינה רגשית. המטרה בלימוד מתמטיקה היא השגת תחושת ביטחון והנאה בהבנת נושאים חדשים במתמטיקה. חוסר הצלחה של אדם בהבנת מתמטיקה היא תסכול וניסיונות מחודשים להצליח. כישלון יכול להוביל ל2 דברים- או לניסיונות מתמידים להצליח (וזו הצלחה בפני עצמה), כך שאם אתה טוב בהבנת תהליכים תצליח. תלמידי מלזיה טובים בכך, והם מצליחים מאוד במבחנים, אך אינם טובים בפתרון בעיות. סינגפור התגברה על בעיה זו, הם לימדו את תלמידיהם כיצד להשיג מטרות במס' דרכים, והצלחת סינגפור היא אסטרונומית יחסית לשאר העולם במבחני ההשוואה השונים. כישלון יוכל להובילך למטרת הנגד, שהיא הימנעות וחרדה. כעת ניתן לראות היכן עומדים סטונדנטים חדשים באוני', שמתמודדים עם אנליזה מתמטית. ישנה בדיחה, מטאפורות- ואינו מזלזל במטאפורות כלל, אנו משתמשים בהן כל הזמן, אך חשבתי כיצד אוכל להסביא את ניסיונות הילד להתבונן מעלה אל המטרה הסופית. המצאתי את המילה "קדם-מטאפורה" (זה לא עובד בשפות שאינן אנגלית, כמו בסנית. המילה היא metbefore). הרעיון הוא אילו ניסיונות היו לילד לפני שהוא גיבש את הרעיון שלו האם הוא יוכל להגיע לתוצאה הסופית או לא. לאאוכל להגדיר את המושג הזה- סטמפורד טען כי תפיסה גבוהה היא דבר שאינו ניתן להגדרה. אך אוכל לתת לו הגדרת עבודה (הגדרה לשימוש מסויים). זהו מבנה קוגניטיבי שיש לנו כעת כתוצאה מחוויות של קדם-מטאפורה.  זה לא מה שפגשנו קודם, אלא מה שאנו חושבים על כך כעת. כאשר ננתח נושאי מתמטיקה שהצלחנו בהם, אריתמטיקה עם מס' שלמים, שברים פשוטים, נראה כי הם משפיעים כקדם-מטאפורות או חוויות עבר על נושאים מתקדמים יותר, כמו הבנת מס' מורכבים. לו היתה לי הרצאה נוספת, היו לי המון דוגמאות לתת. מאחר ואנו מדברים על הוכחות, יש לי זמן רק לדוגמא או שתיים. אם אני עובד עם אריתמטיקה של מס' שלמים, חיסור ייתן תוצאה נמוכה יותר. זה מה שכבר נאמר ע"י אוקלידס, השלם גדול יותר מחלקיו. אך אם נעבוד עם מס' שליליים, חיסור מס' שליליים ייתן לנו תוצאה גבוהה יותר. זה לא מרגיש נכון. זה קדם-מטאפורה, או ניסיון עבר. כילד, אתה מבין שהכפלת מס' נותית לנו תוצאה גבוהה יותר. 5 פעמים עשר נותן לנו 50, וכו'. ואז הילדים מגיעים לכפל בשברים, ומקבלים תוצאה קטנה יותר, הם לא מבינים מדוע- תוכנית הלימודים טועה כאן, היא צריך להסביר שזה נובע מכך שכפל בפחות מ1 ייתן תוצאה קטנה יותר מהמס' המקורי. 
צריך לעבוד עם דברים הניתנים להרגשה, כמו שברים מעורבים תחילה, כמו- אם יש לך 7 טבלאות שוקולד ו3 ילדים לחלק ביניהם את שוקולד, כמה כל אחד יקבל? התשובה תהיה- כל ילד יקבל 2 טבלאות ועוד שליש. זה מה שצריך לעשות. כל השטויות על מה שהמע' עושה, בלהתחיל בלימוד שברים הקטנים מ1, היא מוטעית. כל המחקרים הללו שמצדיקים את שיטת המע' לא מתקנים את הטעות. פרודנטל אמר שאטם תחזוראלף פעימים על אותה טעות, הרי זו עדיין אותה טעות, היא לא הפכה לנכונה. כאשר עוסקים בדברים הללו, בספרי אני בוחן את המושג של קדם-מטאפורה\ניסיון עבר(הערת מתרגמת- מעכשיו אשתמשב"ניסיון עבר", זה נראה מתאים יותר), דרך נושאים כמו אריתמטיקה של שלמים, מס' שליליים, שברים וכו',  מה שקורה הוא שכאשר הילד אינו מבין את הנושא, הוא לומד בע"פ את דרך הביצוע ללא הבנה מלאה, רק כדי לסמן "וי" ליד הנושא. כולם מרוצים- הילד כי הוא עבר את המבחן, ההורים כי ילדים עבר את המבחן, המורים כי הילד עבר את המבחן (ואז הם מקבלים יותר כסף ופרגון מההורים), הפוליטיקאים כי הם מוכיחים שהאזרחים מצליחים יותר. כל זה הוא שקר אחד גדול, כי הילדים אומנם הצליחו בשאלה הספיציפית הזו, אך בעוד שתיים-שלוש שאלות הם לא יצליחו להתמודד ולהגיע לתשובה, כי הם לא הבינו את המתמטיקה. מה אנו עושים בכנס זה, במעבר מביה"ס לאוני' בנושא המתמטיקה? מדוע אתםמחייכים? מאחר והתחלתם עם ילדים בני 11, שלא חשבו לעומק על המתמטיקה החבויה מאחורי השאלה. הנזק, חוששני, כבר נעשה. בבקשה תסמנו לי אם אני צועק בסדר? לדברים הללו יש תוצאות. תמיכה בבעיות מתמטיות הנפתרות ע"י ניסיון קודם יוצר דו משמעות מתמשכת בין מס' התלמידים הזעום שמצליח להכליל, שמצליח להרגיש את המבנה שינחה אותם בתהליך הפיתרון והלמידה, לבין אלו שלא. הבה נחזור לדחיסה סימבולית ודחיסה גלומה. הילדים הללו יודעים ש2+3 הם אותו הדבר כמו 3+2.  חישבו על טרנס טל. כאשר הוא יודע את כל הפעולות הללו, כולן הגיוניות. וכאשר נגיע למס' שליליים, הפעולות עדיין עושות את אותו הדבר ונותנות תשובה נכונה. והוא שמח כמו לארי. אך אם נעבוד עם תלמידים שחויות העבר שלהם היוו עבורם בעיה, בהסתמך על חוויות עבר קדומות יותר, נצטרך להתחיל ללמדם מחדש את ההליכים הדרושים ושוב נקבל 2 צדדים להתפתחות התלמידים (ניסיונות חוזרים או ויתור והשלמה עם הכישלון). זה יחזור על עצמו בכל תהליך הלימוד. 
  ישנו רכיב בתהליך שיגרום לתלמיד לראות בכישלון בלימודים ברירת מחדל, באם הוא מסתמך שוב ושוב על חוויות עבר כושלות. זה משפיע גם על המורים וגם על התלמידים. זה משפיע גם האנשים שמפתחים תיאוריות. צר לי על כך, אך זה מה שקורה. כפי שאמרתי- תודה רבה סאלי, באמת ביקשתי שיאמרו לי אם אני צועק- אין זו אשמתך אם אתה שוחה עם הזרם כמו כולם, אתה הרי הרבה יותר מאושר אם אתה נמצא עם כולם. כך שאתה לומד שכאשר אתה בכיתה ומציית לכללים- כמובן שעליך ללמוד את הכללים- כאשר הייתי בן 16, המורה שלי למתמטיקה אמר לי שעלי ללמוד בע"פ זהויות טריגונומטריות, אך רק חלק מהן- כי את השאר ניתן להסיק מהחלק שנלמד, ולא קשה לזכור אותן. היום אני כבר 70 שנה ועדיין איני זוכר אותן! אני עדיין מפתח אותן מהנוסחאות שאני מכיר.  לא ניתן לבצע חישובים מתמטיים בלי יכולת לעשות את ההליכים הדרושים. זה לא "או זה או זה", זה לעבוד בצורה הגיונית עם שתי היכולות. איני חושב שזה נכון כ"כ להציג עמדה זו בנק' בה אנו נמצאים. אך ניסיונות עבר השפיעו על בוני התיאוריות. דיברנו על כך לאורך כל הדרך. היסטוריון מסתכל על טקסט באופן שונה מתלמיד חסר ניסיון. למעשה, יש בכך יותר מרק ניסיון- ישנו גם חוסר שיפוטיות מסויימת לטקסט אצל ההיסטוריון, כך שיוכל למצוא את כל המשמעויות החבויות בו. ליוונים לא היו מס' שליליים. אם נלמד ילדים על יוון, כיצד נסביר להם שהיוונים הבינו את משמעות המושג שליליות אם לא היו להם בתרבות מס' שליליים? זהו דבר שקשה להבין במבט לאחור.  דאגתי הגדולה היא, כאשר אנו עובדים בחברה, עלינו לעבוד בצורה יציבה. אין ספק שכל אחד היה מעדיף אנשים הדומים לו שיעבדו עימו. עלינו תמיד להיות מודעים ולומר- אנחנו תמיד עובדים נכון, ומה שלא עובד טוב- עלינו לקחת צעד לאחור ולבדוק מדוע זאת. אני עצמי עברתי ניתוח לפני מס' חודשים. היתה לי בעיה ברגל, והיה עלי ללמוד כיצד ללכת שוב. לפני מס' חודשים בכלל לא ידעתי כיצד הייתי בא לכאן. בערך בדצמבר התחלתי להשתקם באופן מואץ, רגל כמו נזכרה כיצד ללכת. היכן מיכל ירושלמי? היא לא כאן. אך היא היחידה שבתקופה המבולבלת ההיא ידעה שמשהו באופק שונה, והיא לא ממש מצליחה להבין מה קורה בדיוק. איני מדבר על מחשבים, אלא על אנשים. ומה אנשים עושיפ עם מושגים, פעולות, הכללות ולאחר מכן בניית נוסחאות. כאשר אתה מותח קו בחשבון, אתה מותח קו עבה. אינך מותח קו דק, שכן לא היית יכול לראותו. אם אתה כן עושה זאת, עלי לומר לך- אני בוחן את המחשבון שלי והוא טוען שביצעת פעולה שונה ממתיחת קו. אם תסתכל על מה שקושי, לייבניץ וניוטון עשו, תראה זאת באור שונה. ישבתי ורטנתי לי בנסיבות אלו ואחרות, האם למישהו יש גלולה בשבילי? הבה נמשיך. 
  הכול הוא לתת הרגשה של קשרים. הגדילה לטווח ארוך של חשיבה מתמטית  מורחבת יותר עבור אלו שיש להם הבנה ותחושה של יחסים במתמטיקה. דחיסה גלומה, הנותנת תחושה של יחס, מובילה- וזה מעניין, זה מה שאנו מדברים עליו באופן נורמלי- ניתן להתמקד על לתת צורה חזותית לכך, כלומר, להשתמש הרבה בהדמיה. ואמשיך- זו לא רק הדמיה, אלא ההדמיה הדינאמית, לא מדובר בתמונה קפואה. זה כמו נסיעה בעיקול, ניתן להרגיש את השיפוע המשתנה. זה דבר שחובה לעשותו. אז זה יכול להביא למיקוד בתפיסה ויזואלית, או למזג בין השתיים. במשך עשור דיברתי על הורסטיליות של האפשרויות וחיברתי ביניהן. גם זה אפשרי. ניתן לעשות גם משהו שקרה לטרנס טל. הוא מקבל תחושה של יחס בין פעולות, שהוא כ"כ חזק, שלא ניתן להבין את הבעיה רק ע"י הבנת מס' שליליים ושברים וכו', צריך להבין את ההיגיון שמאחורי התמונה הגדולה. אתם מבינים למה אני חותר? באופן פרדוקסלי ובלתי ניתן לבדיקה, אני מזהה דחיסה גלומה, שכוללת את ראיית התוצאות, הופכת את האנשים לבעלי יכולת חשיבה לוגית. אני חושב כי זו אפשרות שאיש לא חשב עליה קודם. ישנו עוד מקום בו אני נזכר כעת (מלמול). אני אכן חושב כי זה חשוב מאוד, כי יש לנו אפשרות לתוצאה כפולה, וזה קורה כל הזמן, כאשר אנשים נתקלים בבעיה שהן חושבים שהן לא מבינים, לכן הם מחליטים ללמוד אותה טכנית בלבד, ואולי גם יצליחו. רבים מאנשים אלו הופכים למורים ואף לפרופ' למתמטיקה. זה קורה בו"ז כאשר מס' קטן של אנשים מנסה לערבב בין 2 דרכי ההתמודדות עם בעיות. הרבה תלמידים טובים מבינים כי אם ישתמשו ב2 הטכניקות, יהיו להם כלים טובים יותר בהמשך הלמידה. דבר נוסף שלא אוכל לדבר עליו כעת, כי אין מספיק זמן, יש עליו פרק בספרי- אם תסתכלו על משוואה כמו B בריבוע פחות Cבריבוע, שניתן לעשותה בפעולה סימלית  ללא תמונה, ניתן לארגן מחדש את החלקים. הבה ננסה זאת עם מס' שליליים. נסו כאשר B קטן מA. כאשר תקבלו מס' שליליים, התרגיל יהיה קשה יותר. כעת לתרגיל ב3 מימדים. ההדמיה שלנו עדיין שיטה מנצחת. 
  אפשר לתאר לעצמינו שאלה בגיאומטריה תלת מימדית. אך אם נציב מס' שליליים, לא ניתן לדמיין זאת בעולם הפיזיקלי כפי שאנו מכירים אותו. אך אם ננסה לתאר שאלה זו על מס' שליליים, ניתן להשתמש בסימבוליות- כבר לא צריך לנסות ולתאר לעצמינו צורות גיאומטריות סבוכות. אם נדע להשתמש במס' מורכבים, לא נזדקק לשיטות הדמיה למיניהן, וישנם גם בעיות שלא ניתן לענות עליהן בעזרת הדמיה, אלא רק ע"י סימבוליות. במורכבים ישנו החלק האמיתי והחלק הלא אמיתי, ולפתע ניתן להבין את התמונה הגדולה. עם האמיתיים ניתן להרכיב תמונה ויזואלית, כך שבחלק מהבעיה, הוזואליות לא תאבד. אך בחלקים מהבעיה, החלק הסימבולי יגבר ויהיה שימושי הרבה יותר החלק הויזואלי. עם זאת, הויזואליזיה יכולה להיות יעילה מאוד בחלק משלבי הפיתרון. צריך את שתיהן, אך במקומות שונים. הגידול לטווח ארוך בדחיסה הסימבולית תהיה בהבנת יחסים בגיאומטריה, אמרתי זאת קודם. משולש שווה שוקיים יהיו לו גם 2 זויות שוות. יחסים גמישים במתמטיקה פורמלית- למשל, ישנן מס' הגדרות למשלים, אך יש לו מבנה דומה. זה מוסיף עוד רמה לרעיון שלי- כולם יודעים, אך לא בהכרח הצליחו לתפוס, כמו ההבדל בין לדעת משהו ובין לתפוס את משמעותו. אני מגדיר זאת בתור מושג שקוף. ההגדרות הן מאוד לא אחידות, הגדרות העבודה לגבי המושג הן כמעט מגובשות, ויש להן תכונות דומות, תלויות בהקשר. הרמה המגדירה את המושג היא די מעורפלת. אפשרויות אפלטוניות בגיאומטריה. אם יש לך משולש שיש לו 2 צדדים שווים, אז יש גם 2 זויות שוות. למעשה, אם תחצה את המשולש החל מראשו, הקו יעבור דרך נק' האמצע. ישנן תכונות שונות של המשולש שתכונת השיוויון בין 2 הצדדים תישמר. 
  צריך להפסיק לחשוב על השוויון, אלא על התכונות החבויות. מושגים- כבר עברנו על זה. כדי להגדיר מושגים באקסיומות מתמטיות, אלו הן דוגמאות למושגים מגובשים. המתמטיקאים- וזו הסיבה לאהדתי למתמטיקאים- מתמטיקאים הופכים זאת לכלי, כאשר הם צריכים להוכיח תיאוריה עם מע' של אקסיומות, הם יודעים שהתיאוריה עובדת, וכך גם מע' האקסיומות. זה מוכח מראש. כמובן שיש לערוך קצת חישובי מתמטיקה פורמליים. אם כך, בפיתוח לטווח ארוך של חשיבה מתמטית, תכונות שזוהו, לאחר מכן הוגדרו ואח"כ נוסחו בצורה שניתן יהיה להחיל עליהן דדוקציה, ולהסיק מסקנות על היחסים ביניהן. אני חוזר שנית לואן הילו. הכרה, תיאור והגדרת תכונות של מושג נתון, דדוקציה ותכונות של דדוקציה, תיאוריות המשתמשות בהוכחות אוקלידיות או אלגבריות או פורמליות. כעת אפשר להתחיל לראות שיש מס' הוכחות אפשריות. הוכחות מבניות בגיאומטריה- כבר עשינו זאת- גיאומטריה מעשית במרחב ובצורה, גיאומטריה תיאורטית בהוכחות אוקלידיות, אנו עושים זאת באריתמטיקה. ישנן תיאוריות באריתמטיקה כמו פקטורים ייחודיים והאינסוף של התחום וכו'. נעבור לאלגברה, ישנן תכונות גנריות, ניתן להשתמש במשפטים וכללים של אריתמטיקה ודדוקציה בהוכחות אלגבריות. יש יותר, פשוט לא היה לי הזמן לכתוב את הכל. כמו ההגדרה כאשר אתה מוציא פקטור, וצריך לכתוב לו תחום הגדרה, שלא ייתן ביטוי חסר משמעות, ועוד דברים. ושוב, יש לך את המבנה של ואן הילו. אם תסתכל על פורמליות אקסיומטית- וכאן זה נעשה מעט מוזר- ישנה הכרה והבנה של המבנה והתוכן, וישנה הגדרה של תכונות לפי דדוקציה. הרי לך האקסיומות וההגדרות. דדוקציה של תיאוריות המשתמשות בהוכחות פורמליות. זה מה שואן הילו עשה. כמובן, מה שעושים באוני' הוא כזה- שוכחים את מה שהיה בעבר, ולעיתים מציגים בעיקר רק הגדרת תכונות ודדוקציה של תיאוריות. ושוב, זה לא מופיע במצגת, אך ברצוני רק להעיר הערה מהירה לגבי ההבדל בין מתמטיקה תיאורטית ומתמטיקה פורמלית. במתמט' תיאורטית, מאחר ויש לך תחושה של מתמטיקה, אתה יודע שאם תקבץ יחדיו קב' מספרים, תקבל את אותה התשובה. 3+5+7, אין זה משנה כיצד תפצל אותם או כיצד תסכום אותם, תקבל אותה התשובה. אתה (פונה למישהו בקהל)- פאט- דיברת לפני 20 שנה על פעולות תאבות בצע (greedy operations), לא יכולתי לכתוב על זה דבר, לא מצאתי על זה כלום באינטרנט. אך חיבור הוא פעולה תאבת בצע, אתה יכול לחבר כמה דברים שתרצה ובאיזה סדר שתרצה. במתמט' תיאורטית, זה מה שמתמטיקאים תיאורטיים יודעים. מה קורה כאשר הם נעשים מתמטיקאים פורמליים? נאמר להם שA+B שווה לA+C שווה לB+C וכו'. והם נקלעים למצבים כאלו שהם חייבים להוכיח ע"י אינדוקציה את הכל. במילים אחרות, למתמ' פורמלית  ישנו מכשול התחלתי, שאינו קיים במתמט' תיאורטית, למרות שבסופו של דבר, למתמ' פורמלית יש עוצמה רבה יותר. הבה נמשיך. אין לי זמן... זה משום שסיפרתי יתר מידי סיפורים. 

  מתמט' פורמלית מראה שלתיאוריות יש מבנה. מס' שלמים יכולים להתגלם בתיאורית העשרונית. וכו'. מוכיחים תיאוריות מבנה, ומה הן עושות? הן נותנות לך את הגדרת המבנה, וכתוצאה מכך, תיאוריית המבנה מראה שמבנה אקסיומטי מתגלם בייצוג סמלי. ברמתו הגבוהה ביותר, פורמליות מוליכה אותנו אחורה, לסימליות גלומה. כעת, זה נתמך ע"י הוכחות. הבה אעבור גם על שקופית זו- זו התמונה שהראיתי כבר. זהו ילד קטן, נכדי, למעשה, בגיל שנתיים, מה שאינכם רואים, הוא שמאחורי נמצא החדר בו נוצרה החברה שלי. מאחוריו אינכם יכולים לראות את השעון שנוצר ע"י כריסטופר רנד, כל הדברים מחביאים מאחוריהם סודות. אך ניתן לראות את ואן הילו עד לרמה האקסיומטית דרך מתמטיקה מעשית ופורמלית. ושוב, אם נתבונן על הוכחה סימלית, אני מראה תמונה זו , אך מציין שניתן להתחיל בתמונה גנרית ואריתמטיקה גנרית עבור חלק מהמס'- דיברנו כבר על דברים אלו ברמות הנמוכות. מסיימים פה בהוכחה אלגברית והוכחה פוטנציאלית באינדוקציה. אם זה נכון עבור N=1, זה נכון עבור N+1 וכו'. אם כך, נקבל הוכחה דרך המתמט' הפורמלית, והרי לך הוכחה פורמלית שנובעת או הניסיון העבר שלך (metbefore), או במתמט' גלומה, תיאורטית, ישנה הוכחה פורמלית שמתבצעת בדדוקציה, וישנה הוכחה שנוצרה תו"כ תהליך, מצאת אותה על הדרך והסתדרת. 

לאחר מכן ישנו מתמטיקאי המבצע מחקר. יש לו בעיה, אפשרויות, דרכי ביצוע וכו'-אותו מעגל חוזר ונשנה. אסיים ב2 דברים:
במתמ' מעשית, פורמלית ותיאורטית – בכל אחת מהן בשינויים קלים- ישנם ניסיונות עבר בעייתיים, אך אלו אינם הבעיות היחידות במהלך הפתרון. אם ננטרל אותם, נקבל תמונה כזו- זה יותר מידי בשבילכם כרגע לקלוט, אך ניתן למצוא אותה באינטרנט. תראו בצד הימני למטה מס' מערכות מספרים גדלות, כביכול כל אחת מהן עובר דחיסה גלומה- זה בלגן מוחלט, אם חושבים על כך. אם אין לך חוש טבעי לזיהוי יחסים, לעולם לא תצלח זאת. בכל מקרה ישנו תהליך זיהוי, הגדרה והוכחה, סימבולי, מגובש, ומושג מגובש בקצה העליון. זהו הסוף, גבירותי ורבותי. אם תרצו מידע נוסף, פשוט חפשו "דייויד טול" בגוגל, האלגוריתם כבר ייתן לכם את התוצאה הדרושה. אם תלכו לדף ההורדות, תמצאו דברים שעוד לא פרסמתי והם יסומנו בX. יששם את "כיצד בני אדם חושבים בצורה מתמטית, פרק 1", בהוצאת קיימברידג', עוד לא חתמתי איתם על חוזה אך הם הרשו לי להעלות זאת לאינטרנט.  שם נמצאת כל מסגרת העבודה בפרק בודד. לחלק מהאנשים זה יהיה קשה להבנה. שאר הספר מפרש זאת. יש שם את הנאום שנאמתי כאן, מתן הגיון להוכחות מתמטיות, וגם המצגת שהיתה לי כאן, אם תסתכלו שם, אני מתבייש לומר, יש שם כ"כ הרבה עבודות שעוד לא פרסמתי, זה שיגעון. בתחתית ישנה עבודה עם מרסדס מקגאלן על רעיון הנפש. זה מראה את הבעיות באלגברה של הקולג'. זו בעיה חריפה כי הילדים לא מכירים איך להתמודד איתה. עוד עבודה שעשיתי בפונקציות טריגונומטריות, עבודה זו הוכרה כמצויינת ע"י חבר PME. תנו לי עוד 2 דק'. אדם אחד אמר שהיא מצויינת ושניים אמרו שהיא לא מתאימה מבחינה מתודית. היא נזרקה לפח. נמצא בה תקציר של מה שאמרתי היום. יש שם מאמרים על רעיונותיו של קושי וחומרים נוספים. עלי להתריע כי לקהילות שונות ישנן נק' מבט שונות מאוד. לאף קהילה אין פיתרון. ניסיתי לתת תמונה כוללת, בה ניתן לראות מהן הבעיות של שאר הקהילות. 
תודה רבה. 
