פול גולדנברג -- אוריינות מתימטית וחינוך מתמטי
בוקר טוב כולם, הפגישה של היום תעסוק בידע (או הבנת קרוא וכתוב) של מתמטיקה, מה שזה לא יהיה.  במליאה היום יהיו פול גולדנברג, כאשר שאלתי אותו כיצד להציגו, הוא ענה- לא משנה מה תגידי, העיקר שתצייני שאני מורה, השאר אינו חשוב. בכל אופן, אספר לכם על הישגיו. לד"ר גולדנברג יש מ20 שנות ניסיון בלימוד בבי"ס יסודיים וחט"ב, השכלת מורים, העצמת מורים, וחוקר חינוך. מאז ומעולם הוא התמקד בלפתח סקרנות של מורים ותלמידים יחד עם כישוריהם, הבנתם ויכולתם. הוא מפורסם בכל העולם, העביר סדנאות וסמינרים למורים על מבחר נושאים בחינוך מתמטי, לעיתים קרובות הוא עסק ביופי שיש במתמטיקה ועל הרכיב היצירתי שבהצגת בעיות במתמטיקה מתקדמת. הוא קיבל מענק על פועלו מהמרכז לחינוך מתמטי וחקר נושאים רבים במימון NSF כמו חשיבה מתמטית, תפיסה חזותית, ותוכניות מתמטיקה לתמיכה במורים ומנהלים תו"כ עבודתם, ע"י פיתוח עניינם וסקרנותם לגבי מתמטיקה. פיתח תוכניות עבור חט"ב, גישה לאינטרנט, מסד נתונים עבור חיפוש בעיות מתמטיות, תוכנית לימוד עבור בי"ס תיכון. בנוסף הוא ניהל מחקר על לימוד בעזרת טכנולוגיה, כולל תוכנות בגיאומטריה, אלגברה, ותכנות. מחקר על לימוד תלמידי תיכון באלגברה ליניארית, תוכניות לקידום המורים. הוא למד מתמטיקה, פסיכולוגיה וחינוך בברנדייס והרווארד ובילה כמעט 2 עשורים בלימוד בכיתה, החל מבי"ס יסודיים ועד אוני'. 
פול: ברצוני להראות לכם את כתובת האתר שלי, יש שם את כל המחקרים שלא אעבור עליהם, תהיה לכם הזדמנות נוספת להעתיק אותה אם עוד לא הספקתם. ברצוני להודות לטומי על שהזמין אותי. דני ורמי ורד כתבו לי, להיכלל בקב' הנואמים פה היא כבוד גדול עבורי. אני אוהב לחשוב על עצמי כמומחה במשהו, אבל זה לא העניין. בעבודתי איני משתמש ב"ידיעת קרוא וכתוב" במתמטיקה, אך ישנו מחקר שאני עוסק בו כרגע שאני סוג של... ובכן, אני חושב שאני עוסק במתמטיקה. אני חוקר כרגע למה אנשים מתכוונים כאשר הם אומרים זאת. מטרתי היא קודם להבין ידיעת קרוא וכתוב, וזה מה שאמצא, אך זה לא מתמטיקה. אולי לא צריך לנו אכפת, כי זה לא ביולוגיה, פיזיקה, כל מיני דברים.. פיתחתי כלפי זה סקרנות אינטלקטואלית, כי מתמטיקה היא מה שאני אוהב, וכאשר אתה מדליק מישהו על מתמטיקה, יש דברים רבים ללמוד מכך. לעיתים צריך להגן על מתמטיקה כדי להתחרות מול הדברים האחרים. אחד הדברים שלא מצליחים לי, לפני כמה ימים, הרווארד הוציאו מאמר על אלגברה, ששיגע אותי כאשר קראתי אותו. זו אכן מורשת תרבותית, אך לא כמו אמנות ומוזיקה וכו'. נכון? זוהי המצגת הכבדה היחידה שאקרא לכם, אולי כי אוסיף עליה הערות מידי פעם. אחת השאלות במאמר של הארוורד היה- אם אלגברה כ"כ קשה, והילדים סובלים, מדוע עלינו ללמד אלגברה? ושואל אחד המראיינים- הייתי המרואיין השני, אך לא הוצגתי כ"כ טוב בכתבה- ותשובתו הייתה- זה כמו לשאול מדוע הם נאלצים לקרוא את "אנקת גבהים"?  ואני נשאלתי אתמול, למה להגן על היסטוריה כדי להעלות אותה ביחס למשהו אחר? נדרשת סיבה לכך. ג'ון סטארד מהרווארד ענה כי ספרות אמנותית מלמדת אותנו על הטבע האנושי והבנה. אני כבר פטרתי מעלי סוגיה זו. היא לא עובדת עבורי, כמו דברים רבים. הוא טען כי אלגברה היא החשיפה הראשונית של התלמידים להבנת מתמטיקה מהי. אם לא חשפנו אותם עדיין בבי"ס היסודי, הרי זה חבל מאוד. בספרות, תלמידים חושבים באופן ביקורתי על רעיונות מתמטיים שפשוט לא באים, בכישורי המחשוב המתמטיים בכיתות הנמוכות. ברצוני להראות לכם דוגמא היום שסותרת זאת. בכוונה בחרתי את המקום הגרוע ביותר האפשרי למצוא בו חשיבה מתמטית טובה בבי"ס יסודי. בכוונה בחרתי תרגול עובדות. זה מוכרח להיות הדבר המשעמם ביותר שאפשר, ועדיין מבוצע להפליא. בטענות מחקר, עלינו להצביע על כך שבאנו ללמוד מתמטיקה טהורה- לא חישוב, מחשבים וכו'. בזה מסתיים המאמר, וכך גם העניין שלנו בו. חיפשתי בגוגל אוריינות מתמטית, ולפי הOECD זוהי הבנת תפקיד המתמטיקה והבנתה בעולם. תפקיד? זה מעט מורכב! כלומר, זה עוסק במספרים, זה עוזר לך לאזן את פנקס הצ'קים שלך, זה לא מספיק בשבילי. כלומר- כן, אם אין לך כישורים אלו, הם כישורים מינימליים הדרושים להישרדות בעולמינו. אך זה לא יביא אותך רחוק מאוד- למעשה, זה לא יעביר אותך את כיתה ה'. זה מספיק. כדי להכין טיעונים מבוססים, זה דבר אחר. זה דווקא טוב, אך טיעונים אלו הם דרך אחרת להסביר מתמטיקה, אך טיעונים כאלו, כאשר קרוב משפחה שלך נופל ומקבל התקף לב בביתך שלך- אינם עוזרים לך. טיעונים מבוססים היטב מרמזים על יותר ממתמטיקה. כדי להשתמש בטענות הקשורות במתמטיקה- אין לנו עדיין הגדרות עבור זה, עוד נמצא- שפוגש את החיים של הפרט, שכעת, ואולי עשוי להיות, לו באמת ידעתי משהו, חיי היו יכולים להיות שונים. זה נראה כאילו הוא מנסה לעזור לי לחיות את החיים שנולדתי אליהם, במקום החיים שיכולתי לשאוף אליהם. זה קשור באזרחות, החיים היומיומיים, ולא העבודה שלי- אנחנו קב' אנשים העוסקים במתמטיקה. מתי אנו באמת משתמשים בתיאוריה של פיתגורס שהיא אכן חשובה מאוד, אך לא בעבודתכם. אז זה אכן קשור ללהיות אזרח, זה על לעבוד במה שאתה עובד, אז אולי הייתי אוהב זאת יתר לו היה כתוב- מטרת המתמטיקה היא להעניק לך יותר אפשרויות שהיו לך אם לא הייתה לך בעיה במתמטיקה. אך זה לא היה כתוב שם. זה הרגיש כמו הערכה  מתמטית, כמו הערכה מוזיקלית- אינך יכול לנגן בפסנתר כדי להעריך זאת- אין הכוונה שזהו רעיון רע, הערכת מוסיקה היא נהדרת, ואני מזמין אתכם ללמוד לנגן בפסנתר, אך אין זה אותו הדבר כמו מוזיקה. טד שאל בהתחלה- היכן היא המתמטיקה? שוב, אין זו ביקורת. טוב, מספיק לי לדבר על כך. קראת זאת לאחר שחזרתי על כך? השאלה היא מה מיוחד במתמטיקה שלא קיים בפסיכולוגיה, בלשנות או מה שלא יהיה- אומנות, מוזיקה ספרות, עבורי זה לא תוכן המתמטיקה- כבר דובר על כך מס' פעמים פה, אלא העידונים הייחודיים שכולנו חושבים, זוהי הדרך בה אנו מתפרנסים, כולנו. איננו חתולים אלא בני אדם וזהו עידון מיוחד אצלנו בדרך החשיבה. זה שימושי, כי אנו אנשים. זה הוזכר לפני כמה ימים, כאשר חשבתי על כך. 1% שתצטרך מתמטיקה, 99% שתצטרך קורס אחר- ברמה מסוימת, קורסים נפרדים הם הגיוניים. אך אם אני בוגר בי"ס, או עדיין לא אחד, אך הבעיה היא לפני זה- מתי אנו מחליטים למה אנו מתאימים? סיפור אישי שאני לא רוצה להאריך בו- בחט"ב, בכיתה ז וח', התבססה בעיקר על חישוב, כפל אחוזים, זה שיעמם אותי מאוד. לכן עשיתי את זה ברמה גרועה ושובצתי ברמת האלגברה הנמוכה ביותר כאשר עליתי לתיכון. אך קראתי טוב למדי, אז הוציאו אותי מהכיתה ההיא כי הצלחתי לקרוא את הבעיות המילוליות, הם שיגעו אותי ואני אותם. הם לא יכלו לשים אותי ברמת הביניים כי היא כבר הייתה מלאה, אז הם נפטרו ממני ושמו אותי ברמה הכי גבוהה, אני מניח שזה כמו הסיפור של הקיבוץ- הבריטים חשבו שזה ייכשל, בכל אופן, זו הייתה ההזדמנות שלי להפוך למתמטיקאי. אחרת, אם הייתי בכיתה של הרמה הנמוכה ההיא, זה מעולם לא היה קורה. כיצד תתמודד עם זה? יש לך 2 אינטרסים. ישנם אנשים שיזדקקו לעזרה  רבה, אנשים שיזדקקו לה פחות, אני אפילו לא מדבר על יכולות, אם כל מה שאנו עושים עם מתמטיקה הוא להיות אזרחים, איננו זקוקים להרבה מתמטיקה. אז איך תעביר שיעור שיספק את הצרכים השונים, לפני שתפריד בין האנשים לפי צרכיהם? אני חושב שבחירת נושאי הלימוד אינה משנה, אלא כיצד תארגן אותם. תוכל לקחת כל סיפור של רומן- כל הרומנים דומים, נכון? הם על אהבה וכו', תקרא אותם בדרכים שונות והם יהפכו לסיפורים שונים. קח אותו תוכן וספר סיפור היסטורי, סיפור יישומי, סיפור שמפתח לוגיקה, או סיפור על דרכי חשיבה. זה הסיפור בו בחרתי, חשבתי כי הוא  יעבוד עבור כולם. ערכנו ניסיון ראשון ב1996 אל קוקו, אני וג'ון מור- קיבצנו אופני חשיבה. המטרה הייתה כמה שקופיות שלא תצליחו לקרוא, ארפרף עליהן, רק רציתי להוכיח שלא ניתן לקוראן ברפרוף- הן מורכבות מידי. אז היה לנו סגנון של מבנה חשיבה גנרי, ואופנים מתמטיים של הנפש, ואופניים גיאומטריים, אלגבריים, למעשה- יש את כל האופנים הללו. הם נשלפים בנפרד. הם מעידים על דרכי החשיבה השונות, אך זהו סיפור ארוך. יש להם שמות מוזרים- הרחת דפוסים, בהתחלה זה היה כך כדי למשוך אנשים לרעיון, לכו לקרוא את העיתון כי הוא מעניין- אפילו לא אסביר זאת כעת. היו פה הרבה דברים. שינוי אינטלקטואלי? אינני יודע.

קראתי שוב את המאמר אמש על מנת שאוכל להסבירו אם מישהו ישאל אותי, אך אינני מסביר אותו כעת. היו שם הרבה דרכי חשיבה על אלגברה, אך לא מורכבות מידי, ב1996 זה נראה כך. שינינו זאת ל2010, שמנו משהו אחר שנדמה פשוט יותר. לאחר כמה חודשים, בין הזמן בו כתבנו את המאמר ועד והזמן בו הוא פורסם, תלוי בסדר ואיך אתה מסתכל על עניינים כאלה, עקרונות הליבה המשותפים פורסמו וזה הקל על כל העניין, אך הם בעצם מתבססים על זה, כל מסתבר.  אז נפטרנו מהחשיבה האינטלקטואלית הכללית, מנהגים מתמטיים גנריים, גיאומטריה (שניהם היו על המשכיות), מנהגי חשיבה אלגבריים, אך הרשימה עדיין ארוכה.  הדברים שרשומים בצהוב הם אלו שמשתמרים כמעט תמיד, לפי עקרונות הליבה המשותפים. הם עדיין ארוכים למדי, בעיקר הכללים האלגבריים, כי אהבנו אותם. אם תסתכלו באתר תוכלו לראות על מה מבוססים עקרונות הליבה המשותפים במתמטיקה.  התרגול המתמטי- המילה נשמעת מוזר, תרגול- כמו לחזור שוב ושוב, אני חושב שתרגול טוב או רע הוא בדרך בה הוא מתבצע, ע"י מקצוענים. דוגמאות לתרגול מתמטיקה- אמרתי שאבחר את המקום הגרוע ביותר ע"מ להראות שזה אפשרי. אם תתרגלו עובדות (משפטים וכו'), הרעיון הוא לזכור משהו מהם. אם תעבדו רק על הזיכרון, כך זה יהיה משעמם וחסר תועלת. כלומר- אתם רוצים את הזיכרון, אך אין זו הדרך לעשות זאת. צריך סמנים. זה יכול לבוא מהשפעה רגשית, מישהו עשה משהו ממש נועז כאן- כולכם תזכרו זאת.  זה יכול להיות ע"י תרגול העיקר, או קישור לזיכרונות אישיים. צריך משהו כזה, בעיקר השפעה רגשית או הפתעות אינטלקטואליות- זה אחד טוב. זה רגשי. לנסות לחשוב בהיגיון, למשל, זוהי השפעה רגשית. בואו נעשה משהו כאן- זהו טריק על זיכרון. לא יהיו כאן סוגי מתמטיקה חדשים כאן עבורכם, חישבו על מספר. שתפו איתי פעולה. יש לכם? הוסיפו 3. כפלו פי 2. חסרו 4. חלקו ב2. כעת החלק הקשה עבור מבוגרים- עליכם לזכור את המספר איתו התחלתם. אפילו זה קצת משעשע. בטוח ראיתם דברים דומים בעבר, אתם יודעים כיצד זה עובד. אך יש משהו מענג בכך. עבור ילדים, זה מדהים. עבור ילדים בכיתה ד', עבור תלמידי תיכון, זה מדהים קצת אותי. בפעם הראשונה בכיתה ט' הם עדיין לא לומדים אלגברה, הייתי רוצה לומר שהם רוצים לדעת כיצד זה עובד. ראשית, תלמידי כיתה ד' רוצים לזכור את כל ההנחיות כי הם סבורים שהן ייחודיות. אז זה מה שאני אומר- אתם חשבתם על מספר, שאינני יודע מהו, אך הוא שם. זה כמו גלות או ממתקים או משהו כזה. מה הייתה ההנחיה הבאה שלי? 

קהל- חברו 3. 

אז זה מה שאני מצייר. מה הייתה ההנחיה הבאה שלי? איזה ציור עלי לצייר? ומה הייתה ההנחיה הבאה? בנק' זו, כולכם יודעים זאת, ראיתם לפחות פעם אחת, בנק' זו ברצף חלק מהאנשים משתעממים מעט... מה הייתה ההנחיה הבאה? אפילו לאחר שהפרעתי, הא? והאחרונה? הנק' היא שזכרתם את כל הצעדים. לא הייתי מדבר כך בהכרח לכיתת האלגברה- לעיתים קרובות נאמר להם- בעיקר לתלמידים החלשים עימם אני עובד, שהם אינם זוכרים דבר. אך הם כן. ילדים יזכרו הכול גם. תלמידי כיתה ד' זוכרים את כל ההנחיות בדיוק כמוכם. הסיפור הוא שלתינוקות יש "הקלטות" של רשמים ראשוניים של הכול.  דברים רבים קורים כרגע- אתם רואים אותי, מרגישים דברים, חושבים, אולי בטנכם רועמת, מליון דברים קורים ולא תזכרו את כולם, אך כולם מוקלטים, כי מוחכם עדיין לא יודע מה מכל הגירויים הללו יהיה משמעותי. אנו זקוקים למקרה בסיסים. כיצד אנו יודעים שהתינוק זוכר הכול? כי הוא לא היה כך, הפעם השנייה שהוא חווה משהו תהיה כמו הפעם הראשונה. לא יהיו חזרות. יש להם הכול, וזיכרונות שנעשה בהם שימוש מקבלים חשיבות. 
אומר מס' מילים על חידות- הם כיפיים, אך זוהי תשובה קצת מטופשת. זהו מעגלי. ההפתעה האינטלקטואלית והאתגר בלפתור חידה היא מה שעושה אותה כיפית. זה מרגיש חכם, אלו הן אמרות זהות. אם היינו חתולים, מה שהיינו חושבים כי הוא מהנה, שהמוח שלנו היה מאותת לנו כך, הוא לזנק ולשמור על ציפורנינו מחודדות. אך איננו חתולים, יש לנו את ההגנה שלנו בכך שאנו שומרים על מוחנו חד, לכן אנו אוהבים חידות. למעשה, אם אין לנו מספיק גירוי אינטלקטואלי, אנו ממציאים חידות, וכנראה שבמהלך כל ההיסטוריה המצאנו חידות. 

אם נדבר על ענייני העולם האמתי, הם מרשים לך לחשוב- יש לי תמונה של חידה ללא מתמטיקה- אך המאפיינים של החידה הם רבים.  אם היו רמזים רבים מידי זה כבר לא היה מהנה כלל. הקטע בחידה הוא שאינך יודע איזה רמז הוא שימושי. עליך להתבונן בכל הרמזים כדי למצוא אחד יעיל, וכאשר תמצא, הרמז יפתח את המשך הדרך לפתרון. אתה תפתור את דרכך בסבך החידה- זה לא עובד באותה לוגיקה כמו במתמטיקה, אך אתה ממציא מע' כללים שבסופו של דבר תפתור את כל החידה. זוהי חשיבה מתמטית טהורה מלבד התוכן. אין בו מתמטיקה. אך בעיות עשויות לכלול תוכן אף הן. הנה דוגמא. יש לה כמה רמזים, אציג כל אחד בתורו. אני זוגי, אני מס' בעל 3 ספרות, מי אני? אני יכולות לחצות את הספרות הלא זוגיות, כל ספרותי הן פחות מ5, יש לי עוד דברים לעבור עליהם, משוואות ליניאריות פשוטות, זכה עבור תלמידי כיתה ג'. הם לא שואלים מה אומרת משוואה ליניארית, הם יודעים לפי ההקשר. הם לומדים שפות הרבה יותר טוב מאיתנו, לא חייבים ללמדם הכול. בואו נחזור לרשימה. פחות מ400, ובכן, זה קל למחוק עוד משהו מהרשימה. זוהי דרך מטופשת לעשות זאת. זוהי הדרך בה פאוור פוינט עושה זאת. זוהי הדרך האמיתית בה החידה מוצגת. ניתן לראות את כל הרמזים. השניים הראשונים הם די קלים, איני ניגש לרמז מס' 3, זה יהיה מטופש. אני רוצה לקחת את הכי קל, הבא הוא "אני פחות מ400", אוכל למחוק זאת. ואז אני משתמש ב2 רמזים יחד וחושב על 117, אך זה אסור כי אין בתשובה 7. אפשר 225, אך אסור 5. אי אפשר 333 כי בדיוק 2 ספרות הן זהות (זה דרך אגב קשה מעט לילדים עד שהם מבינים את המשמעות)... וזהו. אז יש פה צד אינטלקטואלי של חיפוש אחר המבנה הכללי של הבעיה ולא רק לצלול פנימה. 

אז בואו נחזור לדבר המשעמם- שינון עובדות. כמו שינון לוח הכפל- אין הפתעה בלזכור כמה זה 7X8. זוהי סיבה מדוע לא הצלחתי כ"כ בחישוב. אז מה אנו עושים? אם איננו יכולים ליצור סמנים דרך השפעה רגשית, נלך לפי מופעים חוזרים. אתם לבדכם כאן. אך זה לא חייב להיעשות לא נכון. אז לא ניתן לתרגל הרבה דברים, כיצד ניתן לתרגל טוב? צריך אסטרטגיה ברורה ותיאוריה מוכחת, אתן לכם דוגמא לאסטרטגיה, זה לא חייב להרוג, תרגול טוב צריך להיעשות בריכוז רב, והפרעות רבות יזכירו לך שוב ושוב שאתה מורה למתמטיקה, השתמשו באמצעי אחד היטב, אם ניתן עדיף שזה יהיה מאתגר ומפתיע בצורה אינטלקטואלית, קצר ולעניין (אינכם רוצים למשוך זאת שעות), להיות מחולק ל10 מקטעים מופרדים, זה הרבה יותר טוב מערבוב ביניהם. זה צריך להיות חיוני, לא מלחיץ, להזכיר חומר חדש. הרבה דברים שאומרים לך על תרגול באותו מקום וסביבה, למעשה זה לא כדאי עבורך. זה צריך לתת לך הרגשת ביטחון, הצלחה, מוטיבציה ושיתנו לך משוב. אני צריך שתשתפו אתי פעולה, זה בטח ירגיש לכם מטופש. אבקש שתענו, זה קשור חלקית בצליל. כמה אצבעות אינכם רואים? (רחשים בקהל) טוב, אצבעותיי מוצלבות. אני עומד לספר לכם כמה אצבעות אתם רואים, ואתם תגידו כמה אינכם רואים. (זורק מס' והקהל עונה לו את המשלים ל10) זה מה שקורה גם בכיתה ב', הם מצחקקים. וקרוב למחצית הכיתה, לאחר שהתמקצעה בזה קצת, -חלק מהמחקרים טוענים שזה קשה יותר להשלים מס' לתוצאת חיבור מאשר למצוא תוצאת חיסור, בכל אופן- אם אגיד 8.5 אצבעות, הרבה ילדים יענו 2.5. הם יודעים כי 2+8=10 ואיכשהו מתפשרים על החצאים, ואז מישהו בכיתה יגיד, לא! 1.5! ואז יתרחש קרב- כולם יצעקו- "לא, זה 2.5!" או "זה 1.5!" ותגובתי כעת, לאחר שראיתי זאת כה הרבה היא לצחקק ולומר, זו אחת התוצאות הללו, האם תרצו עוד חידה? למעשה, אפילו לא נתתי מידע איזו תשובה מה2 היא נכונה. בחידה הבאה אגיד להם שוב חצאים כפי שכרגע עשיתי, ורבים יותר עונים נכון. הם פתרו זאת לבדם. אז מה הסיפור?  אוכל להעמיד פנים שאלו הם מטבעות במקום אצבעות, כמה מטבעת אינכם רואים? (תשובות מהקהל) מה שאתם עושים הוא למעשה להוסיף הקשר. מישהו אצלכם חושב- הוא בטוח לא שאל את מה שכרגע שמעתי, אך זהו אותו משחק מטופש. מטבעות, אצבעות או חתולים, זה אותו הדבר. הבה נעשה זאת מעניין יותר- כמה כסף אינכם רואים? אנו משחקים, אך מבחינה לשונית אנו שומעים את אותו הדפוס. הם עושים את אותו תרגול, אך עם מידע חדש. הם חשים מופתעים. ואז אנו מוסיפים חצאי יחידות לשאלה- דרך אגב, כיצד הם פותרים זאת כ"כ טוב? הם בכיתה ב', לא לימדו אותם עדיין אריתמטיקה זו, אך הם היו בני שש, שש וחצי, שבע וחצי... אז מה הם אינם יודעים על חצאים? יש להם בראשם את הסדר.. הם יכולים להשתמש בכך. כעת אציג לכם סרט. 
"אז עשינו צימודים כדי לקבל 20, מי מעוניין להתחיל? אליסיה:3. 17." דרך אגב, שימו לב, זהו אותו תרגול, תוכן חדש. "20,0, אתם מתקדמים נהדר, אעשה זאת קשה יותר. 5,15, היא אמרה 15, אתה אמרת 5. האם זה עובד בשני הכיוונים? איני יכולה להקשיב לשניכם בו זמנית, אך הצלחתם עוד זוג. ג'סטין:11, פטרישיה:9. 20,0. אנדרס:12, ג'ואנה:8."

דרך אגב, היא אמרה לי שהיא לא טובה במתמטיקה. 

"5, 15. 9. מי יענה על זה? מה מתאים ל9? ילד:3. להגיע ל20, 9...? ילד:אה! 11."

עוד רגע חשוב פה- הילד היה צריך לענות על 9, והוא ענה 3. לאחר שהזכירו לו, הוא ענה מייד. מי יודע היכן היו מחשבותיו, אולי בתשובה של ילד אחר, מורה שלא היה עולה על כך היה חושב שהילד ודאי טיפש.

"1. הבה ננסה להשלים ל30. ילד:אני רוצה ל50 ילדה:אני רוצה ל100. מורה- הבה נשלים ל30. 10, 20. 20, 10. פטרישה:11, ילד-19. כריס:1. ריצ'רד:29. ג'סטין:11, מגדלנה:19. אליסיה:12, ילד:18.. יאנקה:9. לואיס:11. מורה- 9 ו11 יוצר 20"

הוא משחק במשחק הקודם. קצת כמו המקרה הקודם. דרך אגב, שמתם לב כמה קשה להם לחשוב כאשר הם נותנים את המס' הראשון? הם מנסים לפתור את התרגיל אפילו לפני שהם נותנים אותו. לואיס, במקרה הזה, מפחד. הוא לא מתאושש ממש.

"לואיס: 26... טעיתי. מורה- נתנו לך 11, נתת 10. מה חסר? מה אמרת 21? האם זה משלים ל30? הבה נעצור ונחשב האם זה משלים ל30. היא אמרה 9, אתה אמרת 21. האם זה משלים? מי יכול לעזור? ילדה- תחשבי על האצבעות..."

שמעתם ברקע מישהו אומר 26? הם לא באמת מתמטיקאים, הם רק ילדים קטנים.    

"21, אתה אומר שזו האסטרטגיה? האם ישנה עוד דרך לפתרון שלמדנו? ילד- 9+1=10, ילדה- 15, פטרישיה-15? מורה- איך הצלחת? פטרישיה- ספרתי על האצבעות"

לא, היא לא. לא היה מספיק זמן.

"מורה- מי יכול לעלות על הדרך בה אני משתמשת. ילדה- עשיתי בראש! קודם עושים 10 ועוד עשר וזה 20, ואז 5 ועוד 5 זה 10. מורה- יופי, דרך נהדרת!"

כאשר היא אמרה- חישבתי בראש, זה היכן שהמתמטיקה נמצאת. ישנו שקר שאומר שמתמטיקה מקיפה אותנו. זה שקר, דברים תמיד סביבנו. מתמטיקה היא מה שאנו עושים עם מה שסביבנו. עוד דבר אחד בסרט והוא מאוד קצר, אינני יודע מדוע הורה צילמה זאת, הם השלימו ל20, ל30 . עוד מורה שאבה השראה מהסרט וזה מה שהיא עשתה, עלי לציין שזוהי כיתה ב'.
"הבה נתחיל. קינן- 15 ו15. עוד מספר. 0. 30. 25.ריהאנה-5. פלה-30, סוהם-30. מינה-16.דיאן-0, קייטלין-22,זוהר-8. רוז-11. רון-8. זה מס' גדול! 18. ג'וליאנה-15. 15 שוב. בריאן-17. בריאנה-13. סוניה-9. אנטיה-21."

היא יודעת שמשהו חדש קורה כעת.\

"כל מספר! ילד- מינוס מיליון! רוז-מיליון ו30. ילד-מינוס מיליון 121. אטיימי- 258. אההה!"

אז מה קרה פה? בערך 5חצי מהילדים אובחנו כלומדים איטיים. זוהי לא אריתמטיקה שהם למדו בביה"ס, והיה להם רצף מס' שלא התחיל באפס. היא אמרה שמותר להשתמש במס' שליליים. אוואן, הילד הקטן שאל- כל מספר? רוז והילדים ידעו רק שזה מס' מאוד רחוק, אז עליה לחזור במיליון ולהוסיף 30. בבעיה הבאה שמעתם אותה אומרת-אה! מה היה המס' שלך? איזו מאה? הילד ענה- מינוס 228, והיא ענתה-200... ו58! היא ידעה שעליה לעבוד אך היה לה חלק מהמבנה. זהו תרגול עובדות, זה מה שזה. אך הם עושים משהו פעיל אינטלקטואלית. צמדים ל30. צמדים ל100. עד כה אין טריקים. בואו נחזור למשחק להשלמה למאה.
60! 40! 70! (קהל עונה...) 71! את הצעד הזה הם כבר הדגימו ומרגישים חכמים. זה לא יותר עבודה, אלא יותר כיף. הם חושבים שזה נעשה יותר מאתגר עם הזמן. שידרגנו את זה מעט עבור כיתות גבוהות יותר, כמו למשל לשאול על מספר הנמצא בתחום מסוים, מה בין 10 ל14 וכיוב'. הרבה אנשים רואים היכן נמצאים המס' הללו, גיאוגרפית. כמה רחוקים אנו מה40 הקרוב? בעיות חיסור, הם מחשבים בראשם ולא על נייר. אנו יכולים לעשות "זום-אין" יותר ויותר. יש מעין שפה לכך- מה הצעד הבא שעלי לעשות כדי לענות נכון. אך זהו די פשוט, זה עבור כיתה ד', אנו מחפשים מס' שייתן לנו 33, פעם ראשונה שהם נוגעים במחשבון. או למשל לזווג מס' ל1, משתמשים בשברים. ניתן להתבונן בזכוכית עבה יותר... שימו לב שהתחלתי במס' גדולים יותר, זה העולם בו הם חיו בגילאיהם. זהו הבסיס לעולם. הם הכירו גם מס' זה, פשוט לא השתמשו בו. אם תשאל ילד- בלי זה, ליד איפה נמצא החצי? הוא יצביע על האפס, או בין 1 ל2. אז אנו יכולים להתבונן על מס' גדולים מאוד או שברים. אנו מקבלים תפיסה של מהם המס' הללו באמת, ואנו יכולים לספור מאפס. אנו יכולים לשאול "כמה רחוק" ועכשיו אנו משלימים ל6. הרעיון הוא הקשר חדש. זה אותו משחק כמו ששיחקנו בו מקודם. תהליך מכני למדי, אך עדיין מעניין. אין זה שאיננו רוצים להתבונן על המרה אחרת, זו פיסת מתמטיקה אחרת. אנו רוצים להבין מה אנו עושים ולהרגיש כי יכולנו לבצע חישוב זה בראשינו. לא היינו מסוגלים לעשות זאת אם לא היינו מבינים את ההבדל בין 5 לחמישית ובין 7 לשביעית. אז אנו עושים שוב את הזיווגים עם שברים והילדים עושים זאת ונהנים. זוהי פעם אחרונה לרשום את כתובת האתר. תודה. האם יש זמן לשאלות?
-5 דקות.

שאלה- דיוויד טול. אני רוצה לציין 3 דברים. ראשית, פתרת את בעיית העולם, השנייה היא פרקטית- הם עושים דברים כאלו. אם תקרא מחקר לזיות ביפן, שם הילדים הבוגרים יותר פותרים שאלות, חלק מהמחנכים סבורים כי הכיתה בכללותה חייבת להבין. הם מכירים את אלו הזקוקים לעזרה. חלק מהילדים החזקים מבלים זמן רב בעזרה לחלשים מהם. צפיתי בילדה אחת שלא הייתה מחויבת, אתה יודע כיצד זה קורה. צפיתי בסרטון וחשבתי כי הילדים שזכו בפרס לא ממש הבינו את העניין. חזרתי והסתכלתי על הסרט. זה חלק מזה. החלק השני, כאשר דיברתי על הבעה גלומה והבעה סימבולית, זוהי הבעה גלומה. אתה מתבונן על החפצים ומבצע בהם משהו. אינך מתבונן על אנשים ומסיק מהם על התהליכים הנדרשים. שלישית- זהו השורש לחישוביות. כאשר תגיע למתמטיקה פורמלית, עליך להכפיל בכמויות.  ברגע שתכפיל בכמות, זה מוכרח להיות מס' ממשי. אם תעבוד בתחום רחב יותר, למשל בפונקציות רציונליות, 2 פולינומים עם אסימפטוטה שצריך למצוא, נלך פיתרון אינפיניטיסימלית. הנק' שלי היא שפתרת את הבעיה עם העולם, תודה.
יש עוד בעיות שצריכות פתרון, תודה.
זלמן יוסיסקין: אני חושב שמה שמעניין בהרצאתך, פול, הוא עד כמה הוא שונה מרצף עקרונות הליבה המשותפים בארה"ב. מס' שליליים לא אמורים לעלות לדיון עד כיתה ו', השיטה העשרונית והשברים גם מלומדים בסדר הפוך, בשל השיטה בה לימדו במשך שנים. אני חושב כי אתה מתחבר לתמה של הכנס הזה, שהיא כי מתמטיקאים שולטים בעקרונות הליבה, ולא מחנכים למתמטיקה. ומחנכים אלו חשים שבוני העקרונות הללו ידעו כי ניתן להקדים את מועד לימוד המס' השליליים, והמתמטיקאים חיכו למבנה של האריתמטיקה. זהו אכן ויכוח בארה"ב. הדברים הנפלאים שהראית כעת, אתה תוהה לאן זה יגיע.
אני מפחד שזה עומד להיעלם, ולא בגלל עקרונות הליבה, רציתי להעיר על כך- אני מונע ע"י המתמטיקה, ובנוסף גם ע"י הפסיכולוגיה וצפייה בילדים, זה מעניין במיוחד אם מסתכלים על המתמטיקאים. זה הזכיר לי פעם שיחה מעניינת עם מתמטיקאי, כאשר בנינו תוכנית יחד. הוא שאל- מדוע אתה עושה את המשחק עם החצאים? התאמות 5.5 וחצי ל6? מדוע אינך מתאים 65 למאה? נדמה כאילו להתאים 65 למאה צריך להיות קל יותר מהתאמת 5.5 ל6. כי זה מס' שלמים, אך אין זה המצב. 
אברהם ערקבי: כרגע הראית עד כמה נפלא זה לשחק עם ציר המספרים. תהיתי האם אתה כמורה תוהה מה הילדים רואים- האם זה כטור עם פרופורציות מתאימות לכל מקטע? האם הם רואים ארכי מקטע? מה הם רואים ב"זום-אין"? ישנם הרבה דברים שניתן לראות בכך. 

זו שאלה טובה. אענה מה שאני חושב, אך אל תיתפס לעובדות. אני רוצה לעשות את המחקר נכון. הילדים חייבים לראות את המס' הללו גם כנקודות בפני עצמן וגם כמרווחים. הם משחקים בראיית מיקומים ומרווחים אלו. אנו רוצים בכך, וזה מורכב מעט. זה קיים בכל המתמטיקה. כאשר אתה מצייר גרף, אתה מצייר נק' אך משתמש בטווח בין בנק' לתת משמעות. כמו בעיית החור בגדר. הם פותרים זאת בעצמם.
(חזרה על שאלה) הילדים עונים נכון על השאלה, אך מה הם רואים שם שגורם להם לענות נכון?

אינני יודע כ"כ גם. יש לנו ספרות רבה על כמה קשה לילדים לעבור בין סדרי גודל. הבעיה עם מחקרים שטוענים זאת היא שזה נשמע כאילו הטענה קשורה למבנה קוגניטיבי מורש, אך למעשה מה שנחקר הוא יצירת אומנות. זה ילדים בסביבה מסוימת שלומדו בצורה מסוימת, ומישהו אמר קודם לגבי מס' שליליים. אינני חושב שעלינו ללמד מס' שליליים לפני כיתה ב', אין צורך בכך, זה יהיה כמו להכריח אותם ללמוד אלגברה. עם זאת. להסתיר מס' שליליים אינו טוב יותר. כל מה שקרה כאן היה לתת להם לראות אפשרות זו- למעשה, יש לי סרט על ילדי גן מתפעלים מהמס' אפס- ולא לדחוף זאת בכוח. הילדים ממציאים יותר ממה שמלמדים אותם. 
פרנסיס לוונטל: אני חושב שהסרט מראים דבר נהד- מה שנעשה סימולטנית ע"י גישת ברונו, ויגוצקי משתמש בילדים כמתווכים- זה שלא ענה נכון בסרטון הראשון, היה חשוב מאוד כי הוא עזר לאחרים למצוא תשובה נכונה. בסרטים האחרים, השאלה על סביבת המס'- היכן המס' השליליים? אפילו אם הם לא למדו זאת. ילד אחר הצליח להבין זאת ע"י סביבה. זה מזכיר לי מבחן שעשיתי- שאלתי ילדים בכיתה מהי ההגדרה למרווח רגיל. הם ניסו לחפש במילון, כולם מצאו אותה תשובה.  הגיעה ילדה קטנה שלא הייתה חכמה כמו כולם והיה לה מילון קל יותר, ואצלה היה כתוב משהו כמו, כל הצמחים נשתלים במרחק של 50 ס"מ. ואז כל הילדים האחרים הבינו מה זה מרווח רגיל. ראיתי זאת בסרט שלך.

תודה על ההערה.
תודה לכולכם, דרך אגב. 

