קן קלמנטס -- חשיבה חזותית במתימטיקה ובחינוך מתמטי
בוקר טוב לכולם וברוכים הבאים. תענוג לי להציג את חברי ועמיתי קן קלמנטס אשר ייתן הרצאת אורח ומצגת. אומר רק כמה מילים, לא אקח יותר מידי מזמנו של קן, הוא יכול לדבר בשם עצמו. אומר רק שבתחום הוויזואליזציה במתמטיקה, הוא אחד החלוצים. בשנות השמונים המוקדמות, כשאני התחלתי בעצמי לעסוק בתחום, עבודתו של קן הייתה מהחשובות שהיותה קיימות. הוא עבד בין השאר עם גלן לין, אבל הוא יספר לכם את כל זה. כבר במשך שלושים שנה, לעבודתו יש השפעה רבה בתחום זה, והוא ידוע גם על דברים אחרים. הוא ואשתו, נרידה אלטון אוספים מסמכים היסטוריים בתחום שלנו, אז אני חושבת שתחום ענייניו דווקא סטה קצת מתחום הוויזואליזציה, אבל החזרנו אותו, נכון קן?
אז ללא שהיות נוספות, קן קלמנטס, מאוניברסיטת אילינוי סטייט, והוא יתן את הרצאת האורח, במשך כשעה.
תודה רבה נורמה, אכן זה כבוד עצום לי להיות פה, לא באמת צריך להגיד את זה. ראשית, זה כבוד לטד, כי שלו הוא חיים ששווה לכבד, לכן אני מרגיש באמת כבוד על שביקשו ממני להרצות כאן, ושנית, שיש פה כל כך הרבה עמיתים, שאת עבודתם אני מכיר היטב. חשבתי לעצמי בבוקר שלא היו הרבה אירועים בהם דיברתי בפני קהל גדול כמו הקהל של היום שאת עבודתם אני מעריך באמת. אז, זה גורם קצת להתרגשות, אז בכל זאת, זהו האמת.
יש לי פה מאמר, ואם אין לכולם עותקים, אבקש לחלק לכולם, החלטתי לחלק אותו עכשיו, בהתחלה, על מנת שיהיה לכם אותו, ושנית, חלק מההפניות מתוך ההרצאה, אם הם מעניינים אתכם, הם רשומים בביבליוגרפיה מאחורה, אז תוכלו למצוא אותם. 

אתחיל דווקא מחוץ לטקסט שכתוב פה, החלטתי רק אתמול לעשות זאת, הרצתי את זה אצל טומי דרייפוס ושאלתי אותו אם הוא חושב שזה רעיון טוב, והוא אמר שכן, אז אתחיל בצורה קצת שונה ממה שתכננתי.

חלקכם בטח קראתם מאמר שכתבתי בשנת 1983, שהופיע ביומן Educational Studies in Mathematics בשנת 1984, למאמר היה כותרת פשוטה, "טרנס טאו". הקדמה קצרה זו היא על טרנס טאו. בשנת 1982, לאחר שלימדתי בבתי ספר ואז באוניברסיטת מונאש במלבורן, במשך שמונה שנים, עזבתי, ועברתי ממלבורן לאדלייד, ללמוד תיאולוגיה. לימדתי בבתי ספר על מנת לפרנס את בני משפחתי, ובערבים הייתי הולך ללמוד קורסים בתיאולוגיה, ובסופי שבוע הייתי כותב חיבורים. היו לי ארבעה ילדים ואישה, והחיים היו די כאוטיים וקשים. אז כשמישהו בא אליי בבית הספר ואמר לי "קן, אנחנו מריצים כנס בסוף השבוע הקרוב, על ילדים מוכשרים במתמטיקה, נשמח אם תוכל לתת שם הרצאה. מישהו היה אמור לתת הרצאה על זיהוי ילדים מוכשרים במתמטיקה, אבל זה נפל בדקה התשעים, ומישהו לחש באוזני שאתה פעם עשית עבודה כזו במונאש, האם תוכל להרצות?" אמרתי לו שאני מצטער אבל אני פשוט לא יכול. היו לי שישה חיבורים לכתוב על קיום האלוה-ים, ודברים כאלה, ואני פשוט לא יכולתי. בכל אופן, בקיצור אני מצאתי את עצמי ביום שבת אחר הצהריים בכנס, עם כמאה אנשים במקום כזה, ודיברתי על זיהוי ילדים מוכשרים במתמטיקה. 
העברתי את ההרצאה, בארבעים וחמש דקות, היה לי כבר רקע ממונאש, עברתי על האסטרטגיות בה הייתי משתמש, וסיפרתי כמה סיפורים כדי שלא ירדמו, וכשסיפרתי אחד הסיפורים שהיה סיפור מרגש במיוחד, שמתי לב שאחור באולם היה גבר סיני עם בנו הקטנטן, והילד בכה, מה שאחז אותי בעת שדיברתי. בסוף ההרצאה, כשאנשים היו מסביבי, הגבר ובנו באו אליי, והוא אמר לי "ד"ר קלמנטס, יש לי פה ילד מוכשר במתמטיקה, רציתי לדעת אם תוכל להגיע אלינו לבית ולבדוק אותו?" ביקשתי סליחה ואמרתי שאני באמת עסוק מידי, אני לא הייתי צריך לבוא היום אחר הצהריים, אבל ממש נהניתי. אז הוא אמר לי "יש לך משפחה, אתה עסוק, אבל אתה אוכל, נכון? אז אולי בשבת הבא הלילה, תבוא אליי עם המשפחה שלך, אשתי גרייס היא שפית מעולה, מבשלת ארוחה סינית מצוינת, תוכלו לאכול ארוחה טעימה, לבלות חצי שעה עם בני, ואז תלך הביתה". אז הסכמתי ללכת. ואכן הלכנו. 
אני זוכר שהקשתי על הדלת של בית ממש ענק באדלייד, כי בילי, האב, היה רופא, והיו לו שלושה ילדים, כפי שגיליתי כשהקשנו בדלת. הקטן מבניהם, בן 3 וקופץ משמחה, ואשתו בשם גרייס, שמיד שמתי לב ליופייה. בפינת החדר הענק ישב טרבור. טרבור היה אוטיסטי, שחמטאי אלוף בגיל 16, אלוף האזור הצעיר בשחמט בגיל 14, אבל בעת הזה הוא היה בן 5. הוא היה שם בפינת החדר, עומד על ראשו וצורח, כי הוא אוטיסטי, והחיים לא היו קלים עבורו. בפינת החדר השנייה, יש את הילד השני, שאותו פגשתי, ילד קטנטן, בן 7. האמת היא שביום שלמחרת היה לו יום הולדת לגיל 8, אבל אני אומר שהיה בן 7 כי באותו היום כך הוא היה. הוא היה בפינת החדר, והסתכלתי וראיתי את כותרת הספר אותו הוא קרא. שם הספר היה "חשבון דיפרנציאלי ואינטגרלי מתקדם". תהיתי לעצמי איזה בדיחה הם עושים פה. על מי הוא חושב שהוא עובד? כפי שהתגלה, אכלנו ארוחה מדהימה, גרייס הכינה ארוחה מעולה, ואז הגיע תורי, נכנסנו למשרד של האב, היה שם ארון ספרים יפייפה, ועברתי על השיטות הרגילות שלי עם טרי, כפי שכינו אותו, ולא האמנתי למה שראיתי בפניי. 
לא ראיתי מימי דבר כזה. עד היום אני מפונק לחלוטין. אם מישהו אומר לי שיש לו משהו מדהים להראות לי, לאחר שראיתי את טרנס טאו בגיל 7, אני כבר לא יכול להתרשם מאף אחד אחר. יצאתי מהחדר ומצאתי את עצמי שואל את בילי וגרייס אם אני יכול לחזור ולנהל שיחה נוספת עמו. וכך עשיתי. נפגשנו שלוש או ארבע פעמים, והם נהיו ארוכים יותר ויותר, האחרון מבניהם ארך יותר זמן מהראשון, מזה תהיו בטוחים. הילד היה עמוק בתוך החדו"א, הספר של החדו"א המתקדם היה הערכה טובה של הידע שלו, ברור שלאף אחד אסור להיות מעוניין בחדו"א מתקדם בגיל 7, אבל הוא אכן היה. בכל אופן, כתבתי את המאמר, כי אני עוזב את תחום החינוך המתמטי לצמיתות, אני לעולם לא אחזור לזה, אז כתבתי את המאמר, ושלחתי אותו לאלן בישופ, שהיה העורך של ESM באותו התקופה, והוא פרסם אותה. אני חושב שמבין כל המאמרים שכתבתי, זה המאמר שפורסם הכי הרבה, ושהכי הרבה קראו אותו, ושהכי הרבה מצטטים אותו. 
היה לנו בית באדלייד באותו התקופה, אבל משפחתי החליטה שנסע להודו מוקדם, על מנת שהילדים יתחילו בבית הספר בהודו,  אז כל המשפחה כבר עברה, וכבר מכרנו את הבית, ונותרתי לבדי, ולא ידעתי איפה לגור באדלייד. הייתי חייב להמשיך ללמד עד סיום הסמסטר, אז במשך עשרה שבועות הייתי חייב איכשהו למצוא מקום לגור בו. וכמובן שמשפחת טאו אמרו לי "למה שלא תבוא ותגור אצלנו?" מעולם לא דיברתי על זה בפורום פומבי בעבר, אבל גרתי אצל משפחת טאו במשך עשרה שבועות. טרי פינה עבורי את מיטתו, וזו הייתה זכות נפלאה. 
עכשיו אני רוצה לספר לכם על משהו שקרה, לא רק פעם אחד, אלא באופן קבוע. כל לילה, גרייס הייתה מבשלת ארוחה מדהימה. בילי, האב, אמר שמצא את גרייס כשלמד באוניברסיטת הונג קונג, הוא חיפש את האישה המבריקה ביותר והיפה ביותר, וזו הייתה גרייס, ולכם הוא מצא אותה והם נישאו. הוא תמיד אמר את זה, והבנתי את זה גם בעצמי, כשהכרתי קצת את גרייס. היא הייתה מבשלת את הארוחות המדהימות האלו, ואני לא זוכר אם זה היה דוקטור הו או מסע בכוכבים, אבל אחד או השני, ותמיד היינו יושבים מול הטלוויזיה ורואים את זה במשך חצי שעה. ואז גרייס הייתה מרדימה את הילדים. כחצי שעה לאחר מכן, היה זה הזמן לפתרון תרגילים. היינו יושבים בשולחן, גרייס, שסיימה מקום ראשון בהצטיינות באוניברסיטת הונג קונג, בפיסיקה ומתמטיקה, טרי, שעכשיו היה בן שמונה, וכמובן שאני הייתי חייב להצטרף אליהם גם. זה היה כמובן ממש מאיים, אם תוכלו לדמיין. המהלך היה כך: היה להם ספר עם תרגילים קשים לפתרון, אם אתם מכירים את סוג הספר, רובכם בטח יכירו את רוב התרגילים. לי היה יתרון בהתחלה כי כבר הייתי המון שנים בתחום, והכרתי כבר כמעת את כל התרגילים בספר, אז מהר הגיע הכלל שאם מישהו ידע איך לפתור את זה, מה שהם חשבו שזו הדרך הטובה ביותר, היה אסור להם לספר לאף אחד, והיה חובה לתת לאחרים הזדמנות לפתור לבד. לאחר עשר דקות או רבע שעה, השניים האחרים היו מסבירים, והתפקיד שלי, או של מי שידע איך לעשות, היה למצוא רמזים לתת לאחרים, אם הם לא בחרו בדרך הטובה ביותר. שלושתנו היינו בערך שווים. זה היה ממש עונג להשתתף בערבים הללו.
אני רוצה אבל לספר לכם על תרגיל אחד ספציפי. כשאראה לכם את התרגיל, רובכם יכירו אותו מידית, אבל יש שם נקודה חינוכית, אז הנה התרגיל עליו אני רוצה לדבר:

יש פה גדר, יש שתי נקודות בגדר, נקרא להם A ו-B, יש פה את P, ופה את Q, המרחק שיש שם זה 4 ק"מ, המרחק שיש שם זה 2 ק"מ, והמרחק ששם זה 4 ק"מ, והמרחק הזה זה 8 ק"מ. האתלט עומד ב-P ורוצה להגיע ל-Q, כללי המשחק זה שחובה לעבור מסביב לגדר. יש סימן על היד וצריך להראות שעברת בגדר אחרת פוסלים אותך. צריך להגיע מ-P ל-Q במרחק הקצר ביותר. לאן צריך ללכת הבן אדם מ-P? אני הכרתי את התרגיל, אני בטוח שרובכם גם מכירים אותו, אבל הם לא הכירו. הסתכלתי עליהם, והם עשו את מה שהיינו מצפים, הכניסו פה X, ועשו X מינוס 8 שם, וסיימו עם D  של X, שווה לשורש מרובע של 4 ועוד X  בריבוע, ועוד שורש מרובע של 8 מינוס X4 בריבוע ועוד 16, והם המשיכו לגזור את זה, להשוות ל-0, ולקבל X שווה ל-8 על 3, להחליף את זה, ומוצאים שזה יוצא ממש מסודר, ושהדרך הקצר ביותר זה 10 ק"מ. ושניהם עשו כך. הם שניהם שמחו וראו שזה ממש יוצא מסודר בסוף, אבל אמרתי להם שהם צריכים רמז. אתם רואים את הנקודה Q, אני רוצה שתשימו נקודה שם למעלה של Q'. ותוך שלושים שניות הם אמרו לי את התשובה, והם הבינו שאם עושים את זה, ניתן לקבל משולש ישר זווית פה, זה 2, זה 4, אז זה יהיה 6, זה 8, אז היתר זה 10. מ-P ועד Q', שזה אותו הדבר כמו מ-P ועד M, ומ-M ועד Q. אז אמרתי, נכון, אז פתרתם את התרגיל. אגב, נשמע מפה שהייתי נשגב, שזה ממש לא היה נכון רוב הזמן עם שלושת אלו. אז דיברנו על התרגיל, והם שאלו איך אנחנו יודעים שזה אותו דבר כמו זה? ולאחר כמה זמן, הבנו שאם עושים כך, החיבור של שני המרחקים הללו שווה לחיבור של שני המרחקים הללו, בגלל שהם משולשים חופפים, וכמובן שהדרך הקצרה ביותר בין שתי נקודות הינו קו ישר, ולכן נפתר בתרגיל. ההיגיון הזה, כמובן, הוא די הכרחי לפתרון הבעיה. אז מפה יש לכם איזשהו רעיון של מה שקרה, בכל לילה במשך שעתיים היה פתרון תרגילים, בבית משפחת טאו.
אני רוצה בעוד דקה, אבקש מטד לעדכן אתכם על טרנס טאו. כפי שחלקכם בטח יודעים, הוא סיים בתור זוכה מדליית פילדס. לפני שנתיים בערך, כלתי בניו יורק התקשרה לאשתי, ואמרה לה "קן מופיע בעיתון היום!" כי טרנס זכה במדליית פילדס והיה עליו כתבה בניו יורק טיימס, או ניו יורק פוסט, אני לא זוכר איזה, ושם בכתבה, השאלות ששאלו את טרנס בראיון הראשון הזה הופיעו בכתבה, יחד עם תשובותיו.

עם כל זה, יש חלק אחד אחרון לכל הסיפור. אני עכשיו מלמד באוניברסיטת אילינוי סטייט, אני כבר זקן, ואני מלמד קורס באלגברה למורים לחטיבת ביניים עתידיים. הסטודנטים נכנסים אליי, וכבר למדו אלגברה אחד, אלגברה 2, מבוא לאנליזה, לחלקם יש גם אנליזה, אבל הם לא יודעים דבר אחד על אלגברה. אני יודע את זה, כבר כתבנו על זה, והמאמר פורסם, ג'ניפר קאי עשתה מחקר על אלגבריזציה מוקדמת, אם אתם רוצים לקרוא על הסטודנטים האלה, יש שם פרק גדול בנושא. בנתונים שמראים את מה שאני אומר, אני לא מגזים כשאומר שאם תשאלו את הכיתה הזו בתחילת הסמסטר עבור X2 = 9, איזה מספרים ממשיים קיימים אשר עבורם המשוואה נכונה, 94% מהסטודנטים טועים בשאלה. או שהם עונים x = 3, אבל לא את השני. וזה ממשיך וממשיך. זה פשוט מדהים שהם יכולים להגיע לשלב הזה, ועדיין להיות כך. אז אנחנו עובדים על זה. אחד הדברים שאנחנו עושים, ואני אדבר על זה בהמשך ההרצאה, זה לתת להם עבודה, שזה מהווה 25% מהציון הסופי שלהם. הם עובדים בזוגות, הם צריכים לחשוב איך לפטור את התרגיל, להשוות את התשובה שלהם לתשובת בן הזוג, ואז לחשוב ביחד מה יהיה התשובה הטובה ביותר, ואז הם צריכים להגיע אליי, ולדבר איתי על מה שעשו, ואז הם צריכים לתת פרזנטציה לכל הכיתה על העבודה שלהם. הם צריכים להסביר את המטלה לכל הקבוצה, וללמד אותם איך לעשות את זה. אחת המטלות שאנחנו נותנים להם זה את המטלה הזו. אז נותנים להם את המטלה, ואף אחד לא מגיע לתשובה של ה-Q', ולאחר כמה זמן, אני נותן להם מספיק רמזים והם מגיעים לזה, ואז הם מלמדים את הכיתה, ולאחר כמה זמן, כל הכיתה בוחנת את השיטה החכמה הזו שבאמצעותה ניתן להימנע מכל החלק הקשה, פשוט שמים קו שם באלכסון ומוצאים את זה, ואם רוצים למצוא את הערך של X, כמו שלפעמים רוצים, ניתן להשתמש במשולשים דומים, וכך למנוע את כל הקשיים הצפויים. אני חייב לספר לכם שזה מעניין לעשות את התרגיל עם הסטודנטים, אבל זה גם מאכזב, כי לאחר כמה זמן, וזה חוזר למה שכתבו טד וטומי, לאחר כמה זמן הם לא רוצים לדעת שום דבר על החלק הזה, הם לא רוצים לדעת למה זה עובד, הם פשוט יודעים שיש תשובה חכמה, מכניסים את זה, וזה ייתן לך את התשובה הנכונה. וזה קורה כל שנה. ואני כל פעם אומר להם שזה חשוב מאוד שידעו לתת הצדקה למה זה עובד, והם תמיד אומרים שהם יודעים, אבל אף אחד מהם לא יודע. אני אחזור לנקודה זו מאוחר יותר בהרצאה, אבל טד, אם תוכל לעדכן אותנו קצת לגבי טרי.
טד אייזנברג:

שמי טד אייזנברג, רק לפני כמה ימים, ראיתי בעיתון את שמו של טרנס טאו, וכשאני רואה את שמו זה תמיד גורם לי לעצור, כי על בסיס מאמרו של קונויין סוסית, אני וטומי דיברנו על כמה מהתרגילים שהוא פתר. היה רשום שם שכולם מכירים את השערת גולדבאך ויש לה שני חלקים, חלק אחד אומר שכל מספר זוגי יכול להיכתב כסכום שני מספרים ראשוניים, והחלק השני אומר שכל מספר אי-זוגי יכול להיכתב כסכום של שלושה מספרים ראשוניים. ובמאמר כתוב שאם כל מספר זוגי יכול להיכתב כסכום של שני מספרים ראשוניים, החלק השני נכנס תחתיו, מה שנקרא השערת גולדבאך החלשה. במאמר בעיתון היה כתוב שטרנס טאו הוכיח שלא מדובר על סכום של שלושה מספרים ראשוניים אלא סכום של חמישה מספרים ראשוניים, ושהוא מקווה בקרוב להוריד את זה לשלוש המספרים ראשוניים. וזה היה לפני יומיים שלושה שראיתי את זה בעיתון.
קן קלמנטס:

טרנס טאו היה האוסטרלי הראשון לזכות במדליית זהב, הוא עשה זאת ביום הולדתו ה-13. לא היה עד אז, ולא היה מאז מישהו שזכה במדליית זהב בגיל שאפילו מתקרב לגיל 13, אבל הוא עשה זאת. היה לו כמובן תואר שני במתמטיקה כבר בגיל 16, והיה לו דוקטורט מפרינסטון כבר בגיל 19, וכעת הוא פרופסור למתמטיקה בקליפורניה, באוניברסיטת קליפורניה. ולמקרה שאתם חושבים אחרת, וזה כבר תגובה שקיבלתי מאנשים ששומעים את הסיפור, הוא בחור נהדר, נחמד מאוד. אנשים חושבים שאנשים כאלו הם שונים, אבל הוא לא, ותמיד באדלייד הוא היה מסובב בבנות.

אז ההרצאה הזו אמורה להיות על ויזואליזציה, אז בואו נתחיל. מה החשיבות של ויזואליזציה עבורי? באופן פשוט מאוד, מדובר על בניית תמונות חזותיות, או שינויים מנטליים של תמונות, או של חפצים אמתיים או קונספטואליים. אם תשאלו אותי מה זה תמונה מנטלית או תמונה חזותית, אני לא רוצה להיכנס לזה עכשיו, זה היה דיון ענקי בשנות השבעים, פילישין ואחרים יש המון ספרות בנושא, על טבעה של תמונה, אבל אני מעדיף לחשוב על תמונה ויזואלית קצת כמו המיקרופון הזה. תמונה ויזואלית זה מה שאני רואה בראש שלי, ומה שאתם רואים בראש שלכם, ואם שזה פשוט מידי, אני מצטער, אבל כך אני חושב על זה. בשבילי, יש כזה דבר תמונות ויזואליות ואני מקבל אותם לעיתים קרובות. אובייקט דמיוני יכול להיות קוביה, או גרף קרטזי של Y  סין T, אני רואה בראש את הגרף הקרטזית, ואני מדמיין תרגום הגרף פאי על ארבע יחידות לצד ימין, ואני מתחיל לראות את הגרף המעודכן y=sin t – π/4 ואז מתרגם את זה יחידה אחת למעלה, אז אני מתחיל לראות 1+2 sin t - π/4, ואני רואה את הטווח, ואם אני מסתכל טוב אני רואה גם את הגרף המקורי, אבל אני צריך להסתכל מאחורי הגרף החדש.
אז זה מה שאני רואה בתור תמונה ויזואלית, והם ממשיים מאוד עבורי, אני יכול לדמיין איפה התעוררתי היום בבוקר ואת החדר שהייתי בו, אני יכול לדמיין את מה שעשיתי מיד לאחר מכן, זה מאוד חזותי בראש שלי. וכשאני מתחיל להסתכל מסביבי, אני יכול לשים לב אפילו לדברים שאני לא ממש שם לב אליהם בדרך כלל. אם מורה מבקש מתלמידיו לחשב כמה משחקי כדורגל ניתן לשחק בין ארבע נבחרות, כאשר כל נבחרת משחקת נגד כל אחת אחר פעם אחרת, ייתכן שתלמידים מסוימים ירכיבו תמונה חזותית של ריבוע עם שני אלכסונים, ועל ידי ספירת החיבורים בין קודקוד לקודקוד, לקבל את התשובה 6. סטודנט שעשה כך, היה אולי עושה פעולה של ויזואליזציה יצירתית. אמרתי שאולי, כיון שאם ראה הסטודנט לפני זה את התרגיל, וראה את השיטה הזו של הריבוע והאלכסונים, אז השיטה של ראיית הריבוע וספירת החיבורים לא היתה יצירתי. אז הכול תלוי פה ברקע וההקשר. אבל עדיין היה מדובר בוויזואליזציה, בכל זאת, כפי שאני משתמש במונח. ספירה מנטלית של החיבורים גם כן יכלול וויזואליזציה. 

לעומת זאת, מישהו שענה על השאלה האחרונה על ידי מציאת 4C2 או איך שתרצו לכתוב, כנראה לא היה משתמש בוויזואליזציה. זה היה תשובה מילולית אנליטית, תגובה לא וויזואלית. שימו לב שתגובה כזו אולי תיחשב כמשוכלל  יותר או מתקדמת יותר מבחינה מתמטית, על ידי אנשים מסוימים, מאשר שיטת ספירה בחיבורים. 
היבט נוסף של וויזואליזציה מתרחש כאשר יש לי אובייקט דמיוני בראש, ואני משנה את נקודת המבט שלי בהקשר לאובייקט הדמיוני, כמו שבמטלת שלושת ההרים של פיאז'ה. אז מה הפירוש של וויזואליזציה עבורכם? ישנה היסטוריה שלמה לזה, כבר בשנת 1902, הילברט דיבר על שתי דרכים לחשוב על מתמטיקה, והצהרתו המפורסמת, אחד היה מאוד מילולי, ולשני יש מרכיב וויזואלי חזק הרבה יותר. הוא עודד אנשים לחשוב ולנסות להכניס יותר מהחזותי שם. מתמטיקאים לאורך כל המאה העשרים, ולתוך המאה העשרים ואחד, ניסו לעודד אנשים לקחת גישה חזותית למתמטיקה, וטד וטומי כתבו מאמר חשוב מאוד בנושא.
משנת 1914 ואילך יש את הפסיכולוגיים ההתנהגותיים, ולהם כמעט ולא היתה השפעה על ספרות זו, כי אבי הגישה ההתנהגותית, ג'ון ב. ווטסון טען שאין דבר כזה תמונה חזותית, ושבפסיכולוגיה, אינם מאמינים בדברים כאלה. אבל יש קבוצה שנייה של פסיכולוגים, ניתוח גורמים factor analysts, תרסטון היה המפורסם מבין אלה, אבל יש גם המון אחרים, המטרה שלהם היא להבחין בין סוגי עיבוד מוחי, ביניהם עיבוד וויזואלי. 
ואז יש את הפסיכולוגיה ההתפתחותית, שביניהם, המפורסמים ביותר הם כמובן פיאז'ה, והילדה. איך ילד לומד להתמודד עם דימויים במרחב לאורך זמן. הרעיון המפורסם היה שחשיבה טופולוגית או מה שהם קראו טופולוגית הקדים את החשיבה האקלידית.
ואז יש את הפסיכולוגים הקוגניטיביים. ברונר טוען שזה התחיל אתו בשנת 1956, אם זה נכון או לא אינני בטוח, אבל יש מספר רב שלהם בחצי השני של המארה העשרים, ועד עכשיו. מפורסמים בתחום כוללים פוזנר, פוביה, פילישין, שפארד, והרבה דיונים לוהטים על טבעו של הדימוי, בתוך הפסיכולוגים הקוגניטיביים. 
ואז יש את המתמטיקאים שמאז שנות השבעים של המאה העשרים התעניינו בדימוי מושגי, וההשפעה של לימוד ויזואלי על למידה. זה מאוד מעניין. אני בטוח שהיו הרבה מורים למתמטיקה לפני כן, אבל קשה מאוד למצוא אותם בספרות. 

אז כאן יש לנו נקודת מבט שונה על זה. יש את מנתחי הגורמים ואת הפסיכולוגים הקוגניטיביים, יש את הפסיכולוגים ההתפתחותיים, המתמטיקאים, יש את מחנכי המתמטיקה מלפני שנת 1985, אני מציין את אלו בעיקר כי נורמה פרסמג נמצאת כאן, ואני חושבת שנקודת התפנית הגיעה בשנת 1985 עם מחקר הדוקטורט שלה, אבל היו גם דברים חשובים לפני כן, ונדבר עליהם עכשיו. ויש את מה שהיה מאז, וכמובן שאסור לעזוב בצד את השפעתם של המחשבים והאינטרנט וכל הדברים האלה.

אז מה חלק מהבעיות בויזואליזציה במתמטיקה לתיכוניסטים? מה מכיל המונח ויזואליזציה בהקשר של מתמטיקה לתלמידים בתיכון? באיזה מידה אמור להיות הצורך לבניית כישורי וויזואליזציה חלק מודע מתכנית הלימודים המתוכנן? מהם ההשלכות עבור מחברי תכניות הלימודים, מחברי ספרי לימוד, ובוחנים חיצוניים? איך ניתן לוודא שתשולב הוויזואליזציה לתוך תכנית הלימודים המתמטית שמתרחשת בפועל? האם מורים צריכים לנסות לשנות את העדפות התלמידים לאלגוריתמים, ולחשיבה מילולית, לטובת חשיבה ויזואלית? האם צריך באופן מודע לדרוש מתמטיקה וויזואלית בזמן הערכת לימודי מתמטיקה? האם צריך לעשות זאת באופן מודע? 
אני רוצה לדבר על אחד הסטודנטים המוקדמים שלי, נונגנוק ווטנוואהא, (זה קל לומר כשמתרגלים לזה) סטודנטית תאילנדית במונאש באמצע שנות השבעים, האנגלית שלה לא היתה טובה כל כך, אז היא הייתה לוקחת דברים מספריית האוניברסיטה ומגיעה איתם אליי שנקרא ביחד, ואז אחרי זה היינו מדברים עליהם. כתוצאה מכך, שנינו הכרנו טוב מאוד את הספרות של אותו העת. היא יצרה מסגרת למטלות מרחביות, וקראה לזה DIPT, ויש שם דברים שנויים במחלוקת, שאני בטוח שגם אתם תראו כשנעבור על זה. היא דיברה על חשיבה במימד אחד, שני מימדים, ושלושה מימדים. מה זה חשיבה תלת-מימדית? זה מה שהיא דיברה עליו. ואז היא דיברה על I עבור אינטרנליזציה. ניתן לעשות דברים ברמה התפיסתית או שיש לכם תמונה, אבל אתם רואים את התמונה כשהיא מופיע לכם, ואילו בראשון הוא ברמה התפיסתית, ואז האחרון זה הזזת דברים בראש. היא סידרה את הדברים כך. ואז היא עברה לפרזנטציה. אחד זה שלא באמת צריך להראות תמונה בתשובה הסופית. השני זה מין דוגמה נבחרת, התמונה שמצפים לראות זה משהו שצריך לבחור מתוך מספר תמונות שונות. התמונות המאוירות מייצגות את התמונה הסופית שקשורה למטלה, ואז בסוף היה צריך ממש להציג את התמונה. היה ניתן להראות אותה באמצעות הידיים, או לצייר אותה, אבל היה צריך ממש להציג תמונה. לבסוף היה לה את החלק של ה-T, תהליך החשיבה, שאומרים לכם איך לעשות את זה עבור אפס, ואז לשני אתם צריכים לחשב איך עושים. יכול להיות שתכירו את זה, כי זה בעצם פורסם ביומן של פסיכולוגיה חינוכית בשנת 1982, מאמר גדול שהרבה מצטטים אותו, אבל דווקא לא בתחום המתמטיקה, מה שמעניין. היא ניתחה תשובות ל72 מטלות במתמטיקה מרחבית, לעשייה עם נייר ועיפרון, על ידי דגימה ייצוגית של 2,346 אנשים. זה היתה דגימה מעולה, דרך אגב, היא בחנה מעל 5,000 אנשים ואז בהקפדה הגיע לכמויות הנכונות לכל חלק. שבעים ושתיים השאלות היו מתוך בחינת החשיבה המרחבית של מונאש, שפותחה על ישי השימוש בתיאוריית המענה לפריטים, והיא הייתה הראשונה באוסטרליה להשתמש בה בדיסרטציה שלה, באמצע שנות השבעים, ובהמשך זה עבר ניתוח גורמים קשוח בידי פסיכולוגים. מצאו שזהו מבחן מצוין, ובעל עומס גבוה למה שכינו הפסיכולוגים וויזואליזציה. 
אנחנו דיווחנו, וכאן חשוב הנושא של הבדלים בין מינים, שלא היתה אף מטלה מתוך 72 במטלות במבחן בה תפקוד הבנות היה טוב יותר מאשר הבנים. אבל בעשרים וחמש מהמטלות, הבנים תפקדו טוב יותר, לעומת אפס מתוך שבעים ושתיים לבנות. מתוך העשרים וחמש, לעשרים ואחד היו ערך אינטרנליזציה או שניים של הוזזת דברים בתוך הראש
, שזה ממש יצר הבדלים בין המינים. גם באלו שהיה d = 3, כשמדובר על חשיבה תלת-ממדית, וגם כשהיה I, שזה דו-ממדי.
אז הנה מטלה לדוגמה, וחלקכם בטוח כבר ראיתם בעבר את המטלה. אז זה מטלה של צורת H, מתוך המבחן שלה. ותראו שהצורה בתרשים אחד, הדבר הזה, הושם שיהיה כמו בתרשים 2. אז פה יש A, B, C, D, למטה, ויש גם A, B, C, D, שם. השאלה היא מה האות של הפינה הראשונה ומה האות של הפינה השנייה?

יש שתי דרכים בהם אנשים נוטים לפתור את זה. הראשון זה שהם ממש מסובבים את הצורה בראש ושמים את זה שם. זה רוב האנשים. אבל אם תדברו עם אנשים בקהל הזה ולא ראיתם בעבר את המטלה, רבים מהם לא ישתמשו בוויזואליזציה, ויגידו שפינה 1 זה בפינה הכי רחוקה מ-D, הפינה הרחוקה מ-D, זה J, אז נקרא לזה J, פינה 2 זה בסוף A, אז נקרא לו M, ואין ממש צורך להזיז דברים בתוך הראש בכלל. נתתי את המטלה הזו לטרנס טאו, דרך אגב, בראיון הראשון שלי אתו. מאוחר יותר אני גם אספר לכם מה הוא עשה עם זה. אז אם אתם קוראים את התיאור של המטלות האלו, תראו שמנתחי הגורמים וגם הפסיכולוגים הקוגניטיביים, מזהים את שתי האסטרטגיות הללו, בדייקנות. בספרות ישנם שתי דרכי פתרון לשאלות של ויזואליזציה. אחד זה דרך אנליטית של השוואת תכונות, בה מנסים להשוות צורות מפתח מתוך הגשש ולזהות אותם בגירוי היעד. השני הוא השיטה ההוליסטית או שיטת התמרון המרחבי, מה שכולל הזזה מנטלית של הגשש, שזה סינתזה של הזזה וסיבוב, ולכן זה מה שיש בספרות הפסיכולוגית.
בתקופה הזו, נונגנוק ואני עשינו גם הרבה עבודה עם ילדים במתמטיקה ופיתחנו את המטלות המרחביות הללו, מתמטיקה מרחבית, שנלקחו ישירות מתוך תכנית הלימודים למתמטיקה, וראיינו 328 ילדים, בגילאים 7, 8 ו-9. מצאנו שפריסת השיטות השונות הייתה מאסיבית. יש לי פה כמה מהם, מצאתי את המאמר הזה כשתכננתי את ההרצאה הזו, לאחר שלא קראתי אותו שנים רבות. אחד הילדים, כשניתן לו דגם של קובייה, והוסבר לו מה זה קצה, נתבקש להגיד כמה קצוות היו לקובייה בסה”כ. פה מדובר על ילדים בני 12-15. כשלושים אחוז מהמרואיינים טעו בתשובה, ואלו שכן ענו נכון השתמשו בשיטות רבות. חלק מהתשובות היו וויזואליות מאוד, חלק ממש לא היו, ולחלק זה היה קשה מאוד להחליט. היה ילד אחד שאמר שיש פה 6 צדדים, לכל צד 4 קצוות, הכפיל את 6 ב-4, וחילק בשתיים, וקיבל תשובה של 12 מבלי לעשות כלום. האם התלמיד הזה הוא וויזואלי או לא?

בשנות השמונים, חוקרים של מבנה קוגניטיבי של תמונה קונספטואלית נתנו תרומה ענקית. 
בשנות השמונים, חוקרי התמונה המושגית במבנה הקוגניטיבי  נתנו תרומה מאסיבית למחקר על איך סטודנטים חושבים על מתמטיקה. כעת כל הדגש היה על מה שקורה במבנה הזיכרון בטווח הארוך. הראשון שאתייחס אליו הוא אדם שלא הייתם חושבים עליו, בוב גניה, שרובכם יכירו בגלל עבודתו על היררכיות לימודיות ודברים אחרים. בשלב מאוחר בחייו הוא התהפך, והתחיל לדבר על מבנה קוגניטיבי. אני תמיד אזכור הרצאה שנכחתי בה בAERA (הארגון האמריקאי למחקר חינוכי), בשנת 1981, בלוס אנג'לס, והוא דיבר בשעת התה בבוקר יחד עם לזר. ולזר אמר לו "שמע, בוב, אני שומע ששנות את דעתך בדברים הללו". וגניה אמר "כן, אני מעוניין עכשיו במבנה הזיכרון לטווח ארוך." "ומה לדעתך יש בזיכרון טווח ארוך, בוב?" אז הוא אמר "ובכן אני רואה שם רק חמשת דברים, אני לא מוצא שום דבר אחר. יש שם הגדרות מילוליות, מה זה משולש שווה שוקיים, ויש תמונות, יש לי המון תמונות שם, ואז יש כישורים, איך מסיימים את הריבוע. ואז יש גם גישות; "אני שונא שברים, אני לא אגע בהם", ואז יש את הסיפורים שאני זוכר מהלימודים, המורה היה צועק עליי כשעשיתי שברים כי בחיים לא הצלחתי לענות שם נכון, אז אלו חמשת הדברים, אני קורא להם פרקים," כך הוא אמר. "אני לא יכול לחשוב על עוד משהו בזיכרון טווח ארוך."
ווייט היה חבר שלי, הייתי משחק אתו קריקט. והם עבדו ביחד על המאמר הזה, ריצ'רד וייט. וייט היה במונאש, וזה היה נראה לי באותו התקופה שזה ממש חשוב, הצד האיכותני הזה של הדברים. אבל מה שקרה אז, זה שקבוצת ישראלים משוגעים נכנסו למשחק. שלמה וינר ודוד טל, שהוא לא ישראלי אבל עבד אתם באותו התקופה, טל, דרייפוס, אייזנברג, הרשקוביץ, וכל האנשים האלו התחילו לדבר על מה שקורה בזיכרון טווח ארוך. לדעתי הם נתנו תרומה ענקית להתפתחות חינוך מתמטי בחשיבה על דימוי. היו כמה מחקרים מדהימים על ההשפעה של לימוד, ועל מבנה קוגניטיבי וזיכרון טווח ארוך. אחד הטובים ביותר היה מקינסי ווייט (אותו וייט כמו מקודם), אבל לא נראה לי שיהיה לי זמן לדבר על זה. אם יהיה זמן אדבר על זה בסוף, כי זה באמת מחקר מדהים. ואני חושב עדיין מסתדרים עם ההשלכות לחינוך מתמטי מהמחקרים המקוריים האלו היום. סיימתי כעת להנחות דוקטורנטית באילינוי סטייט, ובסוף היא עשתה המון ראיונות וניסתה להתמודד עם זה, ואני חושב שהדבר הזה של התמונה המושגית הי נקודת תפנית. 
נשתמש במונח תמונה קוגניטיבית לתיאור המבנה הקוגניטיבי המוחלט שמיוחס למושג, ואשר כולל את כל התמונות בראש ותכנים ותהליכים קשורים. כשהתמונה המושגית מתפתחת, היא לא צריך בהכרח להיות קוהרנטי כל הזמן. נראה לחלק של התמונה המושגית שמופעל בזמן ספציפי התמונה המושגית המעורר. בזמנים שונים יכולים להתעורר תמונות שנראות כסותרות. רק כאשר תמונות סותרות מתעוררות בו זמנית יש תחושה ממשית של סתירה או בלבול. ולכן טומי, בשנת 1991, בהרצאת אורח ב-PME, דיבר על השלבים של הנמקה וויזואלית במתמטיקה וחינוך מתמטי. לכן יש טענה, ולדעתי זה אמירה חשובה ממש, שניתן וצריך לשדרג את הסטטוס של וויזואליזציה בחינוך מתמטי מסטטוס של עזר לימוד שימושי לסטטוס של הכרתו המלאה ככלי ללימוד והוכחה. אני לא אדבר על פול דורפרס פה, אבל אני כן רוצה לתת פה כבוד. 
הכנת המאמר הזה היתה חוויה מרגשת עבורי משתי סיבות. ראשית, זה נתן לי הזדמנות לחקור את העבודות של טומי ואחרים מתוך קבוצת מלומדים ישראלים בתחום חינוך מתמטי בעלי הישגים גבוהים מאוד. הזכרתי, ואני בוחר פה את המילים בקפדנות, הזכרתי שהמחקרים הללו הם נועזים, יצירתיים, וחזקים. חלקם, לדוגמה, למאמרם של אייזנברג ודרייפוס On the Reluctance to Visualize, ושל דרייפוס ואייזנברג; On the Aesthetics of Mathematical Thought, ושל אייזנברג; Flaws and Idiosyncrasies in Mathematicians, היו השפעה ורושם משמעותי על החשיבה שלי. 
ההשפעה השנייה עליי באופן אישי היה הצתה מחדש של ההתעניינות שלי בתפקידו של החשיבה החזותית. אני עובד בעיקר בהיסטוריה כיום. אבל כשהתחלתי לעבור על זה, נזכרתי עד כמה זה מעניין. וזה באמת מעניין. אני בטוח שההרצאה הזו לא רק תאשר את התעניינותי החדשה, אלא על ידי כך, זה גם יעיד על עבודתם החדשנית ובלתי פוסקת של מרים ארמין, אלן בישופ, טומי דרייפוס, טד אייזנברג, מייקל פרידמן, רינה הרשקוביץ, קיי אוונס, נורמה, ריצ'ארד סקמפ, שלמה, ודוד, לתת את שמם לפי סדר אלף בית. אני מתנצל אם פספסתי מישהו שצריך להיות ברשימה הזו. אני בטוח שיש עוד הרבה שצריכים להיות ברשימה.

נעבור לנורמה, ההגדרה של נורמה לוויזואליזציה והערות רלוונטיות על פדגוגיה נדרשת הם חשובים מאוד. היא אומרת שבהמשך לפיאז'ה והילדה, שיש עמדה כאשר אדם יוצר סידור מרחבי הכולל כיתוב מתמטית, ישנה תמונה חזותית בראש האדם אשר מדריכה את היצירה הזו. לכן הוויזואליזציה כוללת תהליכים של בניה והזזה של תמונות חזותיות וכל כיתוב מרחבי אשר מעורב בפעולות מתמטיות. נושא חשוב ומתמשך בתחום המוזנח עד כה של האינטגרציה של וויזואליזציה עם תורת ההוראה של מתמטיקה. זה דבר חשוב. פדגוגיה יעילה שיכולה להגביר את השימוש והכוח של וויזואליזציה בחינוך מתמטי היא אולי הדאגה הדחופה ביותר ברגע זה. מעט מאוד מחקרים נעשו בנושא זה. אז אחד התרומות של נורמה, בשנת 1985 היה להבחין בין סוגי הדימוי השונים. אני לא אדבר על ווילי בלדורף שנמצא שם בצד ימין, למרות שנורמה דווקא חיברה בין השניים. יש דימוי מוחשי, יש דימוי קינטי, יש דימוי דינמי, ויש דימוי בזיכרון, ויש דימוי תבניתי. ופשוט מאוד להקליק פה ואלה עולים, אבל התרומה המעשית לחשיבה שמוצגת פה בהגדרות אלו הוא למעשה גדול מאוד. ואת כל העבודה שהיא עשתה, ולמעשה הנתונים אליהם היא הגיעה ביססו את סוגי הדימוי האלה.
אני רוצה להשתמש ברוב הזמן שנותר לי בדיבור על מאמרו של סטפנו סו סומו על כלי עיבוד מתמטי משנת 1982. זה לדעתי המעניין ביותר ושנוי במחלוקת של כל הסטודנטים שלי. בשנת 1981 הצגתי את המאמר במפגש השנתי של איגוד המחקר החינוכי האמריקאי על ההשפעה של דימוי מרחבי על חשיבה מתמטית. אני זוכר שביקשתי ממאה האנשים שנכחו שיפתרו את מטלת ה-H של ווטנוואהא, זו שראיתם קודם. לאחר כדקה ביקשתי מהנוכחים לסמן אם הם השתמשו באחת משתי השיטות הבאות כדי למצוא  פינה אחת. האם הם הזיזו את כל הצורה, או שהשתמשו בשיטה לא וויזואלית. חלק לא קטן מהנוכחים הודו שהם לא הצליחו לפתור את התרגיל בזמן שנתתי להם, שהיה כדקה. מאלו, רובם ניסו לפתור את התרגיל באמצעות השיטה הראשונה, של סיבוב כל הצורה בראש. כרבע מהנוכחים סימנו שהם ניסו את השיטה הראשונה והגיעו לתשובה הנכונה, וכרבע נוסף אמרו שהם ניסו את השיטה הזו אבל הצליחו לפתור את התרגיל. כשליש סימנו שהם השתמשו בשיטה השנייה, והם הגיעו לתשובה הנכונה. 
הצגתי גם שאלות מרחביות אחרות ממאמרו של ווטנוואהא 1977, והצלחתי להראות שאנשים שונים בעלי יכולות מתמטיות גבוהות ומוכשרים מבחינה מרחבית הרבה פעמים משתמשים בשיטות שונות לעשיית מטלות מתמטיות, ונראה כי לאלה יש ממד ויזואלי או מרחבי. סו סומו הבחין בין דרכים וויזואלית לפתרון מצד אחד, מה שכולל שימוש בכל ייצוג ציורי, דיאגרמות או תמונות על דף או בראש. דרך לא וויזואלית לפתרון היא דרך שלא כוללת שימוש בכל ייצוג ציורי כלשהו, לא דיאגרמות ולא תמונות. לכן בדרך לא ויזואלית, ההנמקה נעשית על סמך עיבוד או מניפולציה של אמירות מילוליות או מתמטיות, ומניפולציות אלו נעשות באמצעות השימוש בשפה ומתמטיקה. אז מה עשה סו סומו? סו סומו היה סטודנט אינדונזית, סטפנו סו סומו, הוא הגיע לאוניברסיטת מונאש, ואני איכשהו הגעתי להדריך אותו. עזבתי ללמוד תיאולוגיה בדיוק כשהוא סיים את הדוקטורט שלו, לא נתתי לו את העזרה שהייתי צריך לתת לו באותו הזמן, וזה מעולם לא פורסם. אז הגישה היחידה שיש לאנשים למידע הזה, היא דרך המאמר שלי, בו השתמשתי בכלי, באישור, כמובן, בשנת 1981, בפפואה גינאה החדשה. ותראו שזה נבחר. אז שוב זה התפתח דרך תיאוריית תגובה לפריטים, אבל פה לא היתה צורה פשוטה של תיאוריית תגובה לפריטים, אלא צורה די מתקדמת של תיאוריית תגובה לפריטים. (item response theory) לכלי היו שני מרכיבים. היו מטלות מתמטיות פשוטות, והיה את השאלון הקשור אליו. אז הם היו צריכים להעריך בהתאם לדרך בה הם עשו את המטלה, תוארו שיטות שונות והם היו צריכים לבחור בשיטה בה הם פתרו את המטלה, ואם לה היה שם את השיטה שלהם, אז היו חייבים לכתוב את השיטה שבה השתמשו. באמצעות התיאוריה הזו של תגובה לפריטים, ופה החלק המדהים באמת, הוא הצליח ליצור ולכייל סולם שהיו בו שני דברים. הראשון זה את המטלות עצמו. כל מטלה כוילה בהתאם למידת הוויזואליות שלה, ואם הוא עודדה חשיבה חזותית. הדבר השני היה הבן אדם עצמו. ההעדפה לחשיבה וויזואלית כנגד חשיבה לא וויזואלית, על אותו הסולם. שלא תטעו, לא מדובר פה על ביצוע מתמטי. לאיינשטיין היתה העדפה ברורה לחשיבה וויזואלית, ויכול להיות שיהיה מישהו חלש מאוד, כמו אחד הסטודנטים שלי לאלגברה, באותו מקום בסולם. כי לא מדובר בביצוע מתמטי. הסולם קשור למידה בה שאלה דוחפת אותך לחשיבה וויזואלית, והחלק השני זה ההעדפה של הבן אזם לחשיבה זו. אז נותנים את זה למספר אנשים רב ולוחצים על כפתור ה-IRT, וזה שם את כל האנשים על הסולם אם המדגם שלך גדול מספיק, וזה גם שם את כל השאלות בסולם.
נמצא כי סטודנטים עם העדפה ברורה לוויזואליזציה הרבה פעמים השתמשו בשיטות וויזואליות, גם במטלות שהן ממש לא וויזואליות. לדוגמא יש מטלות שנראה שאף אחד לא יכול להשתמש בשיטה וויזואלית לפתור אותו, אבל אנשים אלו עשו זאת. סטודנטים בעלי יכולות מרחביות גבוהות הרבה פעמים העדיפו להשתמש בשיטות לא וויזואליות. יש להם יכולות מרחביות גבוהות, הם קיבלו ציונים גבוהים מאוד במבחני וויזואליזציה, והרבה פעמים הטובים מכולם לא משתמשים בשיטות וויזואליות כשהם פותרים תרגילים מתמטיים. הם מעדיפים שלא לעשות זאת. 
אני וגלן לין השתמשנו בזה בעבודה שלנו בפפואה גינאה החדשה, ומפה זה מוכר לעולם. בעצם לא לגמרי. תראו שזה גם מוכר בדרך אחרת. אז מדובר פה בדרך יצירתית למדי של שימוש בהזזה של מודל בינום מגוון לתיאוריית תגובה לפריטים. שווה להדגיש את זה, מודל של ווין אנדריץ שמנתח מענה של סטודנטים, זה כתיבה של סו סומו, לפריטים ב-NPI, המונח item affectivity, מתייחס לרמת וויזואליות של פריט, ולרמת וויזואליות של לא-פריט. אז זה ההפך ממה שמצפים, מי שמכיר תאוריית תגובה לפריטים, אם שמים אותם על אותו הסולם למשל לרמת קושי, יש בפניכם אדם עם יכולת גבוהה, יחד עם שאלה קשה מאוד באותו מקום בסולם. פה זה לא ככה, אלא הם בצדדים הפוכים. לכן אם אדם בעל יכולות וויזואליות גבוהות מנסה פריט מתמטי לא וויזואלי באותו רמה גבוהה, אז הסבירות שאותו אדם ישתמש בשיטה וויזואלית היא 0.5. מאידך, אם אותו אדם ינסה תרגיל מאוד וויזואלי, אז הסבירות שאותו אדם ישתמש בשיטה וויזואלית היא כמעט 1. אם מדובר על אדם מאוד וויזואלי עם שאלה מאוד וויזואלית, הוא ישתמש בשיטה וויזואלית.
אז פה יש לנו 5 שאלות מהסולם, השאלות האלה מיועדות לילדים בכיתות ז'-ט'. 

ג'ון גבוה ממרי, ג'ון נמוך מג'יין, מי הגבוה ביותר?

לפני שנתיים, מרי הייתה בת 8, בת כמה היא תהיה בעוד 5 שנים?

יום אחד הלך ילד מביתו לבית הספר, לאחר חצי הדרך הוא נזכר ששכח ספר, הוא חזר לקחת את הספר, וכשהגיע לבית הספר הוא הלך סה"כ 4 ק"מ. מה היה המרחק בין ביתו לבין בית הספר?

אם גדולה פי 7 מבתה, ההבדל בין הגילאים שלהם הוא 24 שנה, בנות כמה הן?

לילדה היו 11 שזיפים והחליטה להחליף את השזיפים בתפוחים. חברתה עם התפוחים אמרה שתיתן לה תפוח עבור על שלוש שזיפים, לאחר ההחלפה כמה שזיפים נותרו לילדה?

אתם רואים שהשאלות האלה הם שאלות מתמטיות פשוטות. הם מיועדים לילדים רגילים בכיתות ז'-ט'. עכשיו לכיול. בכיול הזה, 50 זה ממוצע וסטיית התקן זה 5. אז 60 זה מרחק של 2 סטיות תקן, וגם 40 זה מרחק של 2 סטיות תקן. ואם מדובר על 40 אז מדובר על שאלה מרחבית מאוד.
אז זה נוטה להיות מרחבי. 46.8, די מרחבי. זה פה הוא מאוד לא וויזואלי. 

לפני שנתיים מרי הייתה בת שמונה, בת כמה היא תהיה בעוד חמש שנים? זה מאוד לא וויזואלי.

כפי שרובכם בטח חזיתם, הוויזואלי ביותר, עם יותר משני סטיות תקן מהממוצע, הוא זה.

ואז אם גדולה פי 7 מבתה, ההבדל בין הגילאים שלהם היא 24 שנה, בנות כמה הן? וגם כן השאלה של השזיפים והתפוחים. שתי אלה נוטות להיות הכי פחות וויזואליות.

לפני שהתחלתי את זה, עשיתי חיפוש בגוגל לראות שם שמו של סו סומו נמצא איפשהו בגוגל. והוא נמצא בכל מקום. השאלה הזו מופיעה בכל מקום במחקרים פסיכולוגיים אמריקאים כיום. ואני יודע מאיפה זה בא כי אני זוכר שישבתי עם סטפנו כשפתרנו את זה.

בלון עלה 200 מטר באוויר ואז רחף 100 מטר מזרחה, ואז ירד 100 מטר. אח"כ נסע 50 מטר מזרחה, ולבסוף נפל לרצפה. מה מרחק הבלון מנקודת ההתחלה. אז איפה אתם חושבים שהשאלה תהיה בסולם? זה 40.6, מאוד וויזואלי. ומה שבאמת חשוב פה, כשעוברים לסטודנטים להנדסה, בפפואה גינאה החדשה, זה היה 41.2. סטודנטים של כיתות ז'-ט' באוסטרליה וסטודנטים להנדסה בפפואה גינאה החדשה, ITR טוען שיש לו כיול ללא קשר למדגם, וזה ממש עובד עם השאלה הזו. 
אז פה יש לנו עוד שלוש מטלות, אני לא אכנס אליהן אבל יש מטלה סטנדרטית שנתנו לילדים בפפואה גינאה החדשה, אז אלו המענות למטלות הללו, המתמטיקאי העליון מתוך הסטודנטים להנדסה, כשהוא מתחיל. רואים שיש פה Xים בכל מקום. הוא גם קיבל את הציון הגבוה ביותר במספר מבחני יכולות מרחביות. אבל הוא מאוד לא וויזואלי בהעדפות שלו. 

ופה יש עוד אחד שהוא גם סטודנט טוב. אבל שימו לב להבדלים בדרך שבו הם מציגים את זה. הסטודנט הזה מאוד וויזואלי. 

אני אסיים בלספר לכם על מה אני עובד באילינוי סטייט כיום, כי אני לוקח את זה מאוד ברצינות. אז יש לנו שם מטלות עבודה, כפי שהסברתי מוקדם יותר, אגב, במטלה של ה-H, טרי טאו השתמש רק בשיטה הלא וויזואלית, ואמר שהיא טובה הרבה יותר מהשנייה, כשעשינו זאת יחד. אז עכשיו לאילינוי סטייט והסטודנטים לאלגברה. הם עובדים בזוגות, לכל זוג מטלה שנועדת לעודד חשיבה וויזואלית והכללות, כל סטודנט מתחיל בלפתור את המטלה שלו בעצמו, ואז שני בני הזוג משווים את התשובות שלהם, לאחר מכן באים אליו בני הזוג ומשוחחים על המטלה עמי, ואז מלמדים את כל הכיתה לפתור את המטלה. כל זוג כותב עבודה על המטלה שלהם, ועל הלמידה שלהם את הכיתה, ולבסוף בני הזוג מחברים שתי שאלות למבחן הסופי, אחת פשוטה ואחת מאתגרת, ואחד מאלו נכנס לבחינה הסופית. והם יודעים את זה, אז כולם מתייחסים לזה ממש ברצינות.
אז אני רוצה לספר לכם מה קורה פה, ויש לזה מבנה מאוד מדויק. יש לזה מבנה של יצירת מטלות, וגם מבנה של לימוד. והמטרה זה לעודד את התזוזה לכיוון הזה. אז יש פה כמה דוגמאות של המטלות לעבודות:

יש שעון אנלוגי והשעה שנראית בו היא בדיוק 12 בצהריים. בהנחה שהוא עובד כמו שצריך, כמה דקות ייקח (עד נקודה עשרונית אחת) עד ששתי הידיים נמצאות שוב בדיוק באותו המקום?
אתם כבר בטח מכירים את המטלה. בתיאור המטלה, אין תמונה של שעון עגול, ואחד הדברים המעניינים זה האם הדבר הראשון שהסטודנטים עושים זה לצייר תמונה של שעון, והם לא תמיד עושים זאת. חלקם מתחילים ישר לחשב איפה ניתן להכניס שם X, ולראות מה יכול להיות X. לאחר מאמץ נפשי רב, לפעמים עד לייאוש, כל זוג מוצא לעצמו היגיון, ומוצא משוואה כגון 6t = 360 + t/2. השלב הזה של המתמטיזציה הוא קשה מאוד עבור הסטודנטים האלו שעומדים תכף להיות מורים מתמחים ללימוד מתמטיקה בחטיבת ביניים. וכשהם מלמדים בכיתה את השלב הפדגוגי במטלה, הם צריכים להיזהר מאוד שחבריהם לכיתה מפתחים דפוסי מחשבה נכונים. השלב הבא זה הצגת המטלה, והצפי שכל זוג סטודנטים יציג שתי מטלות קשורות, שיתאימו לפתרון על ידי כל הכיתה לאחר הסבר. השקף הבא יראה לכם חלק מהמטלות שחוברו על ידי הסטודנטים הדומים לשאלה הזו של השעון. בזמן השלב הזה של הצגת המטלות, מעודדים את הסטודנטים לחשיבה רוחבית, ולנצל דיאגרמות. והנה לכם מספר שאלות שהם חיברו. כל השאלות האלו הופיעו במבחנים סופיים. 
אם השעה עכשיו שלוש ועשרה, כמה זמן ייקח עד ששתי הידיים מצביעות לאותו הכיוון?

במקרה הספציפי הזה, היד הגדולה עוד לפני היד הקטנה, אבל בשאלה הבאה, היד הגדולה כבר מאחורי היד הקטנה. אז אלו שאלות שהסטודנטים יצרו.

כמה פעמים בתקופה של שתים-עשרה שעות, יפנו שתי הידיים לאותו הכיוון?

בואו נניח שלאחר שעת הצהריים היד הקטנה זזה אחורה, ז"א נגד כיוון השעון, בקצב הרגיל שלו, אבל היד הגדולה זזה קדימה בקצב הרגיל. כמה זמן ייקח עד ששני הידיים מפניות לאותו הכיוון?

לדעתי כל אלה הם קצת חסרי דמיון, אבל זה מעניין שהם עשו אותם ויצרו אותם, והם נאלצו להתחיל ולחשוב ממש על מבנה השאלה על מנת ליצור אותם. אז הם רואים בעיני רוחם את השאלות הללו, כשהם מדברים אתך.

אני אסיים עם כמה אחרים. עכשיו אם זו היתה מגיע ראשון, אם זה היה המטלה, זה לא היה ממש יצירתי. אבל כשזה בא לאחר השאלה של השעון, אלו שאלות שהסטודנטים יצרו, ואני חושב שהם יצירתיים מאוד.

בכביש ארוך מאוד, מכונית א', שנוסעת במהירות 60 קמ"ש, נמצאת 5 ק"מ מאחורי מכונית ב', שנוסעת במהירות של 40 קמ"ש. בהנחה שימשיכו לנוע במהירויות הללו, כמה זמן ייקח עד שמכונית א' תשיג את מכונית ב'?

זה בדיוק אותו המבנה, אבל עכשיו אנחנו על כביש ולא על שעון. והם יצרו את זה, ועוד דברים דומים.
עכשיו שאלה שתופיע בבחינה שתתקיים מיד אחרי שאחזור לשם.

בכביש ארוך וישר, מכונית א', שנוסעת במהירות A, נמצאת D  ק"מ מאחורי מכונית ב', שנוסעת במהירות B. בהנחה ש-A גדול מ-B, ושהם ממשיכים לנוע במהירויות הללו, כמה זמן ייקח עד שמכונית A תשיג את מכונית B?

ואחרון חביב: אם רכבת א' יצאה מעיר א' ונסעה במהירות A לכיוון עיר ב', שנמצאת במרחק D מעיר א'. באותו השעה, יצאה רכבת ב', במהירות B, לכיוון עיר ב'. בהנחה ששתי הרכבות ממשיכות באותן המהירויות, כמה זמן ייקח עד שהם ייפגשו?

כל המורים העתידיים הללו מיד החלו לצייר דיאגרמות ולחשוב על התיאוריות הרלוונטיות, ואיך צריך להגדיר אותן. אין ספק שהם התחילו לייצג את השאלה בראש במספר דרכים שונות. פרסמג הציעה שצריך לעזור למורים לגרום לסטודנטים שלהם לראות דברים בעיני רוחם, על מנת לנצל את הנקודות החזקות שלהם ולעלות על הקשיים שלהם, כדי שהם, המורים, יהיו בטוחים יותר בתכנון סביבת לימוד בה סטודנטים יחזו את דרכם לידע עמוק יותר של מתמטיקה חשובה. אני מסכים עם זה לחלוטין, ואני מרגיש ששיחה על המטלה של השעון למעלה מצביעה על הדרך קדימה, ומראה גישה פדגוגית, שעשויה לעזור לסטודנטים. תודה רבה.

�המשפט הזה היה פשוט בלתי ניתן להבנה.





