משפט:

יהי a < m. ל-a יש הפכי מודולו m   אם"ם    gcd(a,m) = 1
הוכחה באמצעות טענות עזר:

טענה 1:

אם ל-a יש הפכי מודולו m   אזי   gcd(a,m) = 1.

הוכחה:

נסמן ב-b את ההפכי של a מודולו m.

כלומר ab(1(mod m)
לכן ab - 1=qm  עבור q שלם כלשהו.

לפיכך ab - qm = 1

נסמן ב-d את gcd(a,m).

d מחלק את ab ואת qm. לפיכך d מחלק את צד שמאל. מכאן ש-d מחלק את 1. לכן d = 1.

טענה 2:

אם gcd(a,m) = 1 אזי למשוואה ax(b (mod m) יש לכל היותר פתרון אחד. בפרט – אם קיים הפכי אזי הוא יחיד.

הוכחה:

נניח למשוואה שני פתרונות c1 ו-c2, ונוכיח c1=c2.

נניח בה"כ 1<=c2<=c1<m.

אזי ac1(ac2(b (mod m).

לכן קיים q כך ש-ac1-ac2 = qm.

ואז a(c1-c2) = qm.

a אינו מחלק את m ולכן הוא מחלק את q. לפיכך ניתן לרשום q = wa, ש-w שלם ולקבל:
(c1-c2) = wm. אבל ההפרש בין c1 ל-c2 אינו עולה על m-1. לפיכך c1 - c2 = 0 ולכן c1=c2
וקיבלנו את יחידות הפתרון.

טענה 3:

אם gcd(a,m)=1 אזי ל-a יש הפכי מודולו m.

הוכחה:

נסתכל על הפונקציה: f(x) = ax (mod m)
לפי טענה 2 הפונקציה הזו חד חד ערכית.

בגלל ש-f היא מ-Zm לעצמו היא חייבת להיות גם על (פונקציה חד חד ערכית בין שתי קבוצות סופיות מאותה עוצמה היא בהכרח על)

לפיכך קיים b כך ש-f(b) = ab (mod m) = 1.

לפיכך ל-a יש הפכי מודולו m.
